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On peut présenter de bien des maniéres la théorie des intégrales 
abéliennes de seconde espèce et les problèmes relatifs à leur périodi- 
cité. I] ne me paraît pas sans intérêt, au point de vue pédagogique tout 
au moins, d'indiquer la manière très simple dont j'ai présenté l'été 
dernier cette question dans mon cours, supposant seulement connus 
les principes élémentaires de la théorie des fonctions analytiques. 
Nous supposerons que la courbe algébrique de degré n 


(x, y)—0 


n’a que des points doubles à tangentes distinctes, et est disposée arbi- 


trairement par rapport aux axes, les n directions asymptotiques étant 
distinctes. 


I. — Quelques remarques générales. 


1. Commençons par quelques remarques préliminaires. On fait 
d’abord la réduction des intégrales de la forme 


Q(x, y) dx 
D nn 
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où a est un entier positif. Comme je l’ai montré dans les diverses édi- 
tions de mon Traité a’ Analyse (en particulier 2° édition, Tome I, p- 62), 
on peut par la soustraction de la dérivée d'une fonction rationnelle 
de a et y, ramener une telle intégrale à des intégrales de même forme, 
où «=r. Pour effectuer cette réduction (‘), trois cas sont à dis- 
tinguer, suivant que la droite æ = a rencontre la courbe en nr points 
distincts, est tangente à la courbe, ou enfin passe par un point double. 
Nous n’aurons pas besoin dans la suite de la réduction pour le cas 
où la droite «=a est tangente à la courbe. Quand cette droite 
rencontre la courbe en 7 points distincts, la réduction se fait en retran- 
chant de (1) une expression convenable de la forme 


A(z, y) 


A(x, y) étant un polynome. 
Quand la droite 2 =a passe par un point double, la réduction se 
fait en retranchant de (1) une expression de la forme 


À(z, y) 


(æ— a)eti? 


À étant un polynome convenablement choisi. 


2. Établissons maintenant que toutes les intégrales abéliennes rela- 
tives à la courbe /, restant finies à distance finie, sont nécessairement 


de la forme 
[= yx) dx 
Sy 


nn 


P étant un polynome. 


(1) On utilise les. remarques suivantes, dont la démonstration est immédiate. Quand 
la droite x = a rencontre la courbe en x points distincts, le quotient 


P(2,.7) 


Li 4 


pourra se mettre sous la forme d’un polynome en x et J, Si le polynome P(x, 
en ces z points. Si la droite x = a est tangente à la courb 
par le point double (a, 2), aux conditions que 
avec la courbe, il faut ajouter la condition 


y) s'annule 
e en un point (a, 6) ou passe 
P(x, y) s'annule aux points de rencontre 


Pi (a, b) = 105 
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Soit 
ft, y) dx (R rationnel en æ et y), 
une intégrale abélienne restant finie à distance finie; il est clair que 
l'intégrale 
PR y) dæ (À entier positif) 
restera également finie à distance finie. Désignons par y,, Ya, .…., Yn 
les n racines de 
f(æ, y)=0; 

l'expression symétrique 


SRE, Vi) HY R( x, Ya) +... + YR R(&, Yn) 


sera une fonction rationnelle P(x), et comme 


[PC de 


doit rester finie à distance finie, P(#) sera un polynome. Écrivons 
donc en faisant À = 0,1,2,..., 72 — 1, 


R(æ, 71) + R( a, J2) +...+ R(2, Yan) =P;(æ), 
PVR PO) OR (LE; 72) Eee Rx). = Pix} 
PORC AT) re Ne ya) PNR (æ, Yaar) = Pai l&), 


les seconds membres étant des polynomes. Résolvons ces équations 
par rapport à R(x, y,). On peut écrire 


te 7) Nr Vale .. Ce) SB, ye Sete Bai, 
123 
où les B sont des polynomes en a et y,. On en déduit de suite 
eh) = + Biyt +... + Bis. 


La résolution des équations du premier degré se fera de suite en 
multipliant les équations par 1, B,, ..., B,_,. Il vient ainsi 


te 1) R( 2, 1) = Xe, ri); 


a ae, oe + 


ENT ST) 


ese ee Nea RE 


AO 
hi 


hé PU hla SF 
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x étant un polynome en æ et y,. On en déduit, en supprimant l'in- 


dice, Les 
Rim = (ay) 


c’est le théorème énoncé (*). 


3. Cherchons enfin la forme générale d’une fonction rationnelle 
de x et y, qui reste finie à distance. Soit R(x, y) une telle fonction 
rationnelle. Il est clair que si R reste finie, à distance finie, il en sera 
de même de 


et, par suite, on a 


Q(x, y) étant un polynome en æ et y. Pour que R reste finie à dis- 
tance finie, il faut et il suffit évidemment que la courbe 


Q(z, y) =0 


passe par les points doubles et par les points de contact des tangentes 
à la courbe parallèles à l’axe Oy. 


II. — Des intégrales de seconde espèce; nombre des intégrales distinctes 
de seconde espèce. 


4. On appelle intégrales de seconde espèce les intégrales abéliennes 
ne présentant nulle part, ni à distance finie ni à l'infini, de singularités 
logarithmiques. 

Nous pouvons supposer, les axes ayant une orientation quelconque 
par rapport à la courbe, que l'intégrale de seconde espèce envisagée 
ne devient pas infinie en des points simples de la courbe situés sur 
des tangentes parallèles à Oy ou sur des parallèles à Oy passant par 


(1) On remarquera que la démonstration précédente ne suppose en rien que la courbe f 


n’a que des singularités ordinaires; les singularités pourraient être quelconques. 
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les points doubles. Mettons l'intégrale sous la forme 


JEÈRS y) dx +> fins rae 


Q et les P étant des polynomes. Si une droite æ — a est tangente à la 
courbe, l'intégrale correspondante pourra seulement devenir infinie 
aux points doubles de la courbe, les seuls termes devenant infinis en 
ces points étant de nature logarithmique. 

Pour les autres droites «=a, on pourra, d’après le paragraphe 1, 
supposer, après une soustraction convenable, que « est égal à un. 

Nous aurons donc une intégrale de seconde espèce, que nous pou- 
vons mettre sous la forme 


= fQ(z;:Y)dz P(zx, y) d P,( ) d. 
ee Gr, Dl eae re 


les droites x = a rencontrant la courbe en x points distincts ou passant 
par les points doubles, tandis que les droites æ = a, sont tangentes à 


la courbe et qu’une intégrale de la somme » peut seulement devenir 


1 


infinie aux points doubles. 
Considérons les intégrales de la somme D: Si æ = a rencontre la 
courbe en n points distincts, il est nécessaire que P(x, y) s’annule en 
ces points; car, autrement, ces points seraient des points singuliers 
logarithmiques. On en conclut que le quotient correspondant 
P(æ 7) 
T— «4 
est susceptible de se mettre sous la forme d’un polynome en æ et y, et 
l'intégrale est de la forme du premier terme de J. 


Envisageons maintenant une intégrale de la somme D: 


, Ri d. 
(1) [Bes 


Je 


pour laquelle la droite «=a passe par un point double A de coor- 
données (a, b). Désignons par B,, B,, ..., B,_, les n — 2 autres points 
de rencontre de «=a avec la courbe. Le polynome P s’annulera 
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nécessairement aux points B, sinon ils seraient des infinis logarith- 
miques. L'intégrale (1) peut avoir comme infinis, avec terme unique- 
ment logarithmique, les points doubles de la courbe autres que le 
point A. En ce dernier point, l'intégrale pourra devenir infinie sur 
l’une et l’autre branche, avec un terme en 


I 
a 


et un terme logarithmique en 


log(æ— a). 


Nous allons montrer maintenant que l’on peut retrancher de (1)une 
expression 
_ A(% y) ; 
H= Cm (A polynome), 
restant finie aux points B, et telle que la différence entre l’inté- 
grale (1) et H n’ait plus, sur l’une et l’autre branche, comme terme 
devenant infini en A que le terme logarithmique. 

Il faudra d’abord choisir A(x, y) de telle sorte que la courbe A= o 
soit tangente à f = o aux points B. Ensuite le polynome A(a, y) devra 
s’annuler en A. Si on le développe suivant les puissances de æ—a 
et y — b, on peut choisir les coefficients des termes du premier degré 
de manière que la différence entre (1) et H n’ait plus de terme en 

I 
T— a 


sur l’une et l’autre branche. 
En retranchant des différents termes de la somme Ÿ une expres- 


sion analogue à H, on aura l'intégrale 


J=J—ÿH 


qui manifestement sera encore une intégrale de seconde espèce. 
D'autre part, elle ne pourra devenir infinie qu'aux points doubles, et 
en chacun de ces points l'infini ne pourra être que de nature purement 
logarithmique. On en conclut que J, reste toujours finie à distance finie. 
Par suite, d’après le paragraphe 2, J, est de la forme 


+1 P(a, y)dæ 
i= {Se 
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Nous arrivons donc à la conclusion, que toutes les intégrales de 
seconde espèce, par la soustraction d'une fonction rationnelle conve- 
nable de x et y, se raménent à la forme 


Ca fps 
Jy 


P(x, y) étant un polynome ('). 

Il résulte évidemment du théorème du paragraphe 2 qu'une intégrale 
de seconde espèce de la forme (2) garde la même forme quand on fait 
tourner les axes Ow et Oy. 


5. Nous devons chercher maintenant à quelles conditions une inté- 
grale (2) est de seconde espèce. Il faudra tout d’abord que P(x, y) 
s’annule pour les points doubles, car, autrement, il y aurait un point 
singulier logarithmique au point double pour l’une et l’autre branche. 
De tels polynomes sont dits polynomes adjoints. P(x,y) s’annulant 
aux points doubles, l'intégrale (2) reste finie à distance finie. On 
voit en effet de suite qu’elle reste finie aux points de contact des 
tangentes parallèles à Oy. L'intégrale deviendra en général infinie 
aux 7m points à l'infini de la courbe. On voit facilement que la somme 
des résidus de R(x, y) sera nulle. Posons en effet 


Ria ag, 


et formons, pour les 7 branches, la somme 
R(a, 71) + R(x, yo) +--+ RE, yn); 


elle se réduira nécessairement à un polynome en æ. La somme des 
résidus de R(æ, y) pour les » points à l'infini est donc nulle nécessai- 


rement. 
D 


(1) Nous avons supposé dans la réduction que certaines quantités a étaient connues. 
Il est clair que ces quantités pourraient n’étre pas connues individuellement, mais être 
racines de certains polynomes. La considération des fonctions symétriques permet de 
n’introduire aucune irrationalité, et nous pouvons dire que la réduction à la forme (2), 
d’uneintégrale de seconde espèce rationnelle par rapport aux coefficients de f, est suscep- 
tible d’être faite sans l'introduction d'irrationnelles. 
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Le nombre des conditions pour que l'intégrale restant finie a distance 
finie 
{eS y) dx 
Sy 


soit de seconde espèce est donc au plus égalan ras Il est essentiel 
de démontrer qu’él y a bien effectivement n — 1 conditions distinctes. 


6. Avant d'aborder ce point, arrétons-nous sur les intégrales de 
première espèce, c’est-à-dire sur les intégrales restant partout finies. 
Il est facile de voir que le degré de P ne devra pas dépasser n — 5. 
Les intégrales de première espèce sont donc de la forme 


fe 7) de 
Sy 


Q(x, y) étant un polynome de degré n—3 s’annulant pour les 
points doubles. On établit que le nombre de ces intégrales linéaire- 
ment indépendantes est égal à 


(Ga=1(n—2) | 


: (que l’on désigne par p), 
s 


d étant le nombre des points doubles. On peut effectuer la démonstra- 
tion, en se servant du théorème d’Abel sous sa forme élémentaire, 
comme je l'ai fait dans mon Traité d’Analyse (2° édition, t. II, 
p- 447); je me bornerai à y renvoyer. Si l’on veut rester à un point de 
vue algébrique, on peut utiliser la théorie des groupes de points sur 
une courbe plane de Brill et Nœther (vorr, par exemple, le Tome II de 
ma Théorie des fonctions algébriques de deux variables, p. 21). 


7. Revenons au théorème énoncé à la fin du paragraphe 5, et consi- 
dérons à cet effet le cas où P(x, y} est de degré n — 2. Ce polynome, 
qui s’annule aux points doubles, contient exactement 


P+n—1 constantes, 
puisque déjà, pour le polynome de degré n — 3, la disposition des 


points doubles ne pouvait avoir aucune influence sur le dénombrement 
des conditions (paragraphe précédent ). 


INTEGRALES ABELIENNES DE SECONDE ESPÈCE ET LEUR PÉRIODICITÉ. 9 


Les p + n—1 polynomes adjoints P, d'ordre n — 2, linéairement 
indépendants, sont, si l’on veut, lesp polynomes adjoints d’ordre r — 3, 
puis x — 1 autres avec des termes de degré n — 2; d’où la conséquence 
que, dans le polynome adjoint général d'ordre n — 2, les termes 
d'ordre n — 2 peuvent être pris rio out, Soit 


P(z, 7) — Pn—-a(2, x) + Pn=s(æ, y) Sc ny 
JC, Y= gr, ¥) + pas, i es 


Les résidus de l’intégrale (2) sont 


Pn-2(1, ti) 
RE 
o, (1; (72) 


¢; étant une racine de 9, (1, ¢) =o. Or, si l’on décompose 


Pn—2(1; t) 
Qn(t, £) 
en éléments simples, on aura 
A, Ay An 
ear Op ed. 


On a bien SA = 0; mais, sauf cette condition, les A sont arbitraires. 
On est donc assuré que, pour P de degré n — 2, et a fortiori pour P 
de degré supérieur, le nombre des conditions exprimant que l'intégrale 


FER az 


n'a pas de point logarithmique à l'infini est exactement égal à n — x. 


8. Nous arrivoris maintenant à la recherche du nombre des inté- 
grales distinctes de seconde espèce, c'est-à- -dire des intégrales dont 
aucune combinaison linéaire n’est une fonction rationnelle de a et y. 
On peut établir d’abord que, par la soustraction d’un polynome conve- 
nable en x et y, l'intégrale ci-dessus peut être ramenée à une intégrale 
de même forme, où le degré de P ne surpasse pas m — 4. La démons- 
tration est tres facile (voir, d’ailleurs, t. 1, p. 65 de mon Traité). Nous 
sommes ainsi assuré que le nombre des intégrales distinctes de seconde 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — JANVIER 1916. 2 
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espèce est limité. Nous allons cependant raisonner en supposant que 
dans l'intégrale de seconde espèce 


P(x, y)d. 
2) (=. + 


le polynome adjoint P soit de degré quelconque À. 
Toute intégrale du type précédent, qui serait rationnelle en x et y, 
est nécessairement de la forme 


d zy) 

(4) rakes sl 

Q(x, y) étant un polynome adjoint d’ordre À +1, qui passe en outre 
par les points de la courbe, où la tangente est parallèle à Oy (§ 3). 
Cherchons combien de constantes figurent dans (3) et (4); leur diffé- 
rence donnera le nombre cherché des intégrales distinctes de seconde 
espèce. 

Dans (3) le nombre des constantes est 


Q+)Q+2) (A=n+DO=nr+o) 
2 2 


d—(n—1); 


le premier terme représente le nombre des constantes figurant dans un 
polynome de degré A, le second provient de la réduction de ce nombre 
par le fait que l’on peut retrancher de P(x, y) le produit 


A(x, y) f(x, ¥), 


0 étant un polynome de degré À —»; le troisième est relatif aux points 
doubles, et le quatrième provient des conditions pour la seconde 
espèce. L'expression précédente se réduit à 


(5) An Oe) a (es) 


Le nombre des constantes de (4) se trouve aussi facilement; c’est 


(6) Qe tr Jt) LE inh sy aepeie 


La signification des termes est bien claire. Nous avons d’abord des 


"| 
¥ 
1 
4 
A 
d a 
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termes qui représentent, au terme —(n — 1) près, l'expression (555 
où À a été remplacé par À +1, il y a ensuite les points de contact 
représentés par n(m — 1) — 2d. Quant au terme — 1, il provient du 
fait que l'opération de la dérivation supprime dans (4) une constante. 
Comme À est pris aussi grand que l’on voudra, toutes les conditions 
sont bien indépendantes. 

En retranchant l'expression (6) de l'expression (5), on trouve le 
nombre | 

2p. 


Nous avons donc établi que le nombre des intégrales distinctes de 
seconde espèce est égal à 2p. C’est une proposition fondamentale. 
On peut donc former 2p intégrales distinctes de seconde espèce 


Jn, Je, COROT Jp) 


dont aucune combinaison linéaire n’est une fonction rationnelle de x 
et y, et telles que toute intégrale de seconde espèce est de la forme 


A,J;+ AgJo+...+ AspJop +p (2, y), 


les A étant des constantes, et p(x, y) une fonction rationnelle de 
xety('). 


III. — De la périodicité des intégrales de seconde espéce. 


9. Pour compter les périodes, je procéde comme le font Briot et 
Bouquet (*) en introduisant, avec Clebsch et Gordan, la notion des 
lacets fondamentaux. 

On définit d’abord m—t lacets dits fondamentaux, en prenant un 
premier lacet permutant une racine y, de 


S (Lo Y)—0 
eo ——_—_—__———— 
(2) De la note du paragraphe 4il résulte que les intégrales J peuvent être formées sans 
introduire aucune irrationalité par rapport aux coefficients de f; la réduction précédente 


peut se faire dans les mémes conditions. 
(2) Brior et Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques, p. 51. 


L'ART 


+ 


ye 
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avec une seconde racine y,, puis un second lacet permutant l'une des 
racines y, ou y, avec une troisième racine yo, et ensuite un troisiéme 
lacet permutant l’une des racines yo, y, OU y, avec une quatriéme 
racine y,, et ainsi de suite jusqu'à y»-1- 

On démontre de suite qu’il n’y a qu’un seul chemin formé de lacets 
fondamentaux unissant une racine y, à une racine yg, abstraction faite 
de lacets parcourus deux fois en sens inverse. 

On établit ensuite qu’il n’y a pas de cycles formés seulement de 
lacets fondamentaux. Un cycle simple est un cycle contenant un seul 
lacet non fondamental, et il estimmédiat que tout cycle est une somme 
de cycles simples. On trouve enfin aisément qu'il y a 


2PDEEN EN 


cycles simples. Tous les cycles se ramènent à ceux-ci. 


10. Envisageons maintenant une intégrale quelconque de seconde 


espèce de la forme 
Î P(z, ¥) dz 
LA 


et cherchons le nombre de ses périodes. Les 2p+n—1 cycles 


= 


simples, dont nous venons de parler, nedonnent que 2p périodes. Pour 
le voir; on prune le contour fermé, formé par tous les lacets par- 
nr eae prise, en prenanta l'origine O du premier 
pun 1 quelconque y; pour y, est évidemment nulle 
puisqu'elle revient à une intégrale prise autour du point à l'infini. 


INTÉGRALES ABÉLIENNES DE SECONDE ESPÈCE ET LEUR PÉRIODICITÉ. 13 


Les n équations ainsi obtenues se raménent évidemment de suite 
an — 1, mais elles ne se ramenent pas à un moindre nombre, d'aprés ce 
qui a été dit plus haut (p. 9) pour le point à l'infini dans le cas des 
intégrales de seconde espèce. Or chacune de ces équations s’exprimera 
par une relation à coefficients entiers entre les périodes. Nous obte- 
nons par suite 2 — 1 relations distinctes entre les 2p + n — 1 périodes. 
Il y a donc au plus 2p périodes pour une intégrale arbitraire de seconde 
espèce. 

Cette intégrale a-t-elle moins de 2 p périodes? La réponse est néga- 
tive, comme il va résulter des résultats précédemment établis. Consi- 
dérons en effet les 2 p intégrales distinctes de seconde espèce 


RO ny ees 


Le déterminant d’ordre 2 p formé avec les 2 p périodes, que nous 
venons d'obtenir pour chacune de ces intégrales, n’est pas nul; car, 
autrement, on pourrait choisir les A de manière que l'intégrale 


A,J,+ Aod+...+A,,d,, 


fat sans période, et fût par suite une fonction rationnelle de (x, y). 
Les intégrales J ne seraient pas alors distinctes. : 

On peut donc former une intégrale de seconde espèce ayant 2p périodes 
arbitrairement données, ce qui exclut toute possibilité de réduction 
pour les périodes. 


11. Ainsi se trouvent établis, en toute rigueur, les points essentiels 
relatifs à la périodicité des intégrales abéliennes, sans recourir à la 
considération des surfaces de Riemann, comme je l'ai fait dans mon 
Traité d’ Analyse. 

On peut remarquer que la théorie des intégrales abéliennes de 
seconde espèce est, au fond, plus simple que celle des intégrales abé- 
liennes de premiere espèce. La même circonstance s’est présentée dans 
la théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes, 
où l'étude des intégrales de différentielles totales de seconde espèce est 
plus facile à faire que celle des intégrales de différentielles totales de 
première espèce, 


+" 
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IV. — Une application de la réduction des intégrales 
de seconde espéce. 


12. Proposons-nous de rechercher comment on pourra reconnaitre 
si une intégrale 


[Re y)dx  (Rrationnelle en z ety) 


est une fonction rationnelle de x et y. 

La réduction faite plus haut donne aisément la marche à suivre. 
Tout d’abord l'intégrale devra être de seconde espèce; on la mettra 
alors sous la forme 


Ai J, + Ad +... + Aopdap + p(2, ¥); 


o étant rationnelle en (x, y). Il faut et il suffit que toutes les cons- 
tantes A Au nulles. On se rend donc compte immédiatement que 
toutes les conditions sont de nature algébrique. 


13. Prenons en particulier une courbe algébrique représentée 
par | 

f(x, y, &«) —0, 
équation dont les coefficients sont supposés dépendre rationnellement 
d'un paramètre x. Prenons une intégrale de seconde espèce (pour « 


arbitraire), 
I =(2S2 oe Q(z, eye dx 


dépendant rationnellement de «. Il ree de voir que ses 2p périodes, 
considérées comme fonctions de «, satisfont à une équation différen- 
tielle linéaire d’ordre 2p, à coefficients dépendant rationnellement 
de a. 

En effet les intégrales 


Z 
a 
od 
B 
Go 
; 
= 
e 
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sont visiblement des intégrales de seconde espèce, pour « arbitraire. 
Il y a donc certainement une combinaison linéaire 


ol Ca 
Ao + Ayo he. Aap Sr? 


où les A sont rationnelles en «, qui est une fonction rationnelle de x 
et y, puisqu'il ne peut exister 2p + 1 intégrales distinctes de seconde 
espèce. 

Si donc w est une période de l'intégrale, correspondant à un cycle 
quelconque, on aura 


d?P 6) 


dw 
Aow + Aie eee LE pes 


C’est l’équation que nous voulions former. 


SUR UNE 


MÉTHODE DE CALCUL APPROCHÉE 


DE 


CERTAINES INTÉGRALES, DITE MÉTHODE DE COL, 


Par M. Léon BRILLOUIN. 


SS 0a 


INTRODUCTION. 

Je veux donner quelques applications d’une méthode d’approxi- 
mation très féconde, dite méthode de col; elle permet d’obtenir des 
formules approchées pour des intégrales portant sur des fonctions 
trigonométriques ou exponentielles; de telles intégrales se présentent 
dans les théories ondulatoires et dans tous les problèmes qui se traitent 
au moyen des intégrales de Fourier. J’étudierai les types suivants : 

F(s) =e ex dx (Intégrale de Fresnel), 
te 
AC oy af eva) dx (Intégrale d’Airy), 
A(¢9, 7, S$) mL ere) dar, 
(1) M(e) = sf | ele dey, 
M(e,r, | et, 


+ co 
D(u, 9) = elri+ux—vx) dz, 
< — © 


s 
“a OL a, 0, 7, 3) == HY GMa OBE LEAN 3 
= 
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Ces diverses intégrales se présentent dans la théorie de la diffraction 
de la lumiére. 

L'intégrale d’Airy donne les franges auprès d’une caustique : A(¢) 
correspond au cas d’une ouverture pratiquement illimitée; A(¢, 7, 5) 
au cas d’un diaphragme rectangulaire (‘). Considérons en effet une 
onde produite par un système optique affecté d’aberrations. Nous 
supposons un diaphragme rectangulaire; on peut alors, décomposant 
l'onde en fuseaux, remplacer l'onde par son équateur HE. 


Soient C un point de la caustique CC’ et OC le rayon tangent à la 
vaustique en C. 
La différence de marche d’un point M de l’onde au point C est de la 
forme 
4 Auc = hOM = hy’. 
En posant 
OM=y, 


par rapport à un point Q situé sur la normale à la caustique en C, la 
différence de marche est facile à calculer, si l’on suppose Q voisin de 
la caustique et l’ouverture petite (c’est-à-dire M voisin de O). On 
trouve | 


(2) Any = Auc— Cg = h y— CQ sin D = hyt— OR 7. 
La différence de phase est 
a an 
ee Ey 


= ———— 


(1) Cf. Mascarr, Optique, t. 1, Chap. V, p. 407. 


Lips. 
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et la vibration au point Q est donnée par l’intégrale 
= sin(wt + 6) dy, 
p 


e et o étant les valeurs de y qui correspondent aux bords du dia- 
phragme. 
On est ramené à calculer 


feosiay et sind ay 


qui sont la partie réelle et la partie imaginaire de 


fe dy. 


En posant 


rar ($F) 
OCA 

L’intégrale prend la forme 

(1) A(v,r,s) = elr—"2) dr. 


L’intensité lumineuse au point Q est 


I= ( [sine dy) + ( [eossay) - 


Si les limites 7, s sont symétriques, on aura 


[sin ay = 0, 


Si le point C est un point de rebroussement de la caustique, c’est-a- 
dire un foyer F, les calculs prennent une autre forme. Supposons tou- 
jours un diaphragme rectangulaire; étudions ce quise passe dans un 
plan passant par F et perpendiculaire aux deux bords du diaphragme, 
dont 9 ets sont les traces. Nous pouvons décomposer l'onde en fuseaux 
et la remplacer par sa section EE’; la différence de marche d'un 
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point M de EE’ par rapport au foyer F est maintenant de la forme 
Ayr = fps Z « EN 


Pour un point Q de la droite située dans le plan focal et perpendicu- 


laire aux bords du diaphragme, 


Ayg= ky*— eae aa ‘ 


Et pour un point P quelconque, voisin de F, 


(3) Aur =kyt FOR. — PQ cos—— oR 
Auk ye ES 
La vibration en P est | : > 
= sin (we + 25°) dy; : 


_on est donc ramené au calcul de 


s 
(1) Du, 9, r,s) == f ghee eh eae. 


a 


En posant — 


The, lank \t ag ork + 
Me we Ny D 5) Ps 


‘ 


r 


a 
| «= 20 (a) 
20F \A 
3 
À : _ FQ/2n\* -2 
°= oF (+) Aves 


Vero = dl a): 
ys, 
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Sur une droite passant par le foyer et perpendiculaire aux bords du 
diaphragme la quantité u est nulle, et ® se réduit à 


RO PTS) NL ECS TS). 


Ces fonctions donnent les franges d’interférence auprès d’un foyer 
imparfait pour lequel l’aberration de sphéricité n’est pas corrigée. 

Le cas d’un diaphragme circulaire centré se ramène aisément au 
précédent ('); on est ramené au calcul de l'intégrale 


s 
i, elt ux" vx) a dar — 1 st @(u, 9, 0, s). 
0 

Les formules approchées que nous obtiendrons pour ® et M four- 
niront done aussi la solution de ce probleme, le plusimportant dans la 
pratique : interférences dans le plan focal et auprès du plan focal, pour 
un foyer imparfait, et le diaphragme circulaire centré. 

Les interférences auprès d’un foyer parfait sont connues depuis 
longtemps (?). 


I. — Méthode de col. 


Je veux exposer le principe de la méthode de col, qui me servira à 
effectuer les calculs des intégrales (1). Je rappelle que cette méthode 
a été utilisée par P. Debye pour le calcul de développements asympto- 
tiques des fonctions de Bessel (*). Je garderai ici des notations en 
concordance avec celles de cet auteur. 

Soit à étudier une intégrale de la forme 


b 
(4) 5 i o(x) ewlx) da, 


où (x) est une fonction lentement variable dans tout le plan complexe 
des x, et développable en série de Taylor. 


(1) Cf. Mascart, Optique, t.1, p. 413. _ 

(2) Cf. par exemple Mascart, Zbid., p. 308. 

(8) Exposé. Fonctions de Bessel à indice et argument réels (Math. Ann., t. LXVI, 
1909, p. 535); Fonction’ de Bessel à indice et argument imaginaires (Süzungsber. Bayr. © 
Akad. Wiss., février 1910). 
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Je pose 
æ—= E+in, 
m—XEIY. 


Pour l'étude de l'intégrale, le plus commode est de chercher les 
régions du plan complexe, pour lesquelles X est négatif. On déforme le 
chemin d'intégration pour le faire passer par ces régions. L'intégrale 
est pratiquement nulle partout où X est négatif, grand en valeur 
absolue. Il suffit d’effectuer le calcul pour les portions du chemin 
où X n’est pas très grand en valeur absolue. 

On sait qu’en vertu des relations 

2 à OP) SL 
ag Œ dm On 


7 


la fonction X ne peut avoir en aucun point du plan complexe un 
maximum ou un minimum fini, Elle peut seulement avoir un col, en 
un point ot 
Ox OX 
OE Samet on 07 
En un tel point, la fonction Y a aussi un col. Ce point est déterminé 
par la condition 


dw 
(6) Toes 


J'emploierai souvent un langage figuré, considérant X comme une 
altitude, et le plan complexe comme une carte géographique. Je parlerai 
des courbes de niveau, et des lignes de plus grande pente de X, de ses 
cols. Les lignes de plus grande pente de X sont lignes de niveau 
pour Y. Elles ne peuvent aboutir qu’aux points où X est infini, puis- 
qu'il n’y a pas de maxima ou minima finis. Le col permet le passage 
d’une vallée à une autre; c’est l'intégration auprès des cols qui nous 
intéressera. 

Quel sera le tracé le plus avantageux pour notre chemin d’inté- 
gration? Il faudra qu'il nous fasse passer le plus vite possible des 
régions où X est positif ou voisin de zéro, vers les régions où X est 
négatif, grand en valeur absolue. Nous choisirons donc comme chemin 
d'intégration les lignes de plus grande pente pour X. 
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Outre les cols simples, on peut en rencontrer de multiples : un 
point æ,, où l’on a 


dx a2w dm—liwyp d™ 6. 


ai aa 5? dx? nr) dœn-1i ~— % dam 0, 


est un point multiple d’ordre m pour la fonction w. C’est un col d’ordre 
supérieur, où aboutissent m vallées. Il y a m lignes de niveau et 
m lignes de plus grande pente pour X aboutissant alternativement en 
ce point et faisant entre elles des angles égaux. 

La figure 7 correspond au cas m= 3. J'ai hachuré les vallées; sur 
les lignes de plus grande pente les flèches marquent le sens ascendant. 

Pour étudier l'intégrale 

fe Cd 


auprès de ce point x,, nous pouvons écrire 
(7) W— Wy = — (x — To)" [Cy + (TE — do) + Cfa — 25) +...] 
avec 

C — 1 d™+Pyw 

Pa a (m+ p)! damp 1 
Nous développerons aussi 
P= Po + O1(% — Lo) + O2(% — Lo) +. 

Faisons le changement de variable, 


t= Wp— W. 


Tant que nous restons sur le chemin d'intégration, ¢ reste réel posiuf. 
En effet, si nous avons, au col, 


Y= Xe + LY, 


le chemin d’intégration étant une ligne de plus grande pente pour X 


satisfait à la condition 
Vire, 


de sorte que # — w, est toujours réel. 
Le chemin d'intégration que nous avons été amené à choisir nous 
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mènera d’une région où X = — «, par le point a, à une autre region 
où X =—o., 


La variable z variera donc de +2 40, puis à +0. Et nous 
pourrons écrire notre intégrale 


0 co , 
fe ev dr —= ef et dt + em f e-*®, dt, ae 
L 2 0 ie d 
(9) fe de em f e-'(@,— @) dé, A 
0 


® et ®, désignent les expressions PO = prises sur ee routes d’arrivée 


et de départ. 

Cette expression a en effet m déterminations qui correspondent aux 
m lignes de plus grande pente de X qui aboutissent au point a. best = 
la détermination correspondant au chemin d’arrivée au col a,; ®, au 
chemin de départ du col. : mn. 

Nous devons développer ® en série des HAE de ¢”. Pour y . 
arriver, posons 

T™=t, mT"-'dT — dt, 
de ue, 
dt — mI" dy? 


nous formerons le développement ‘ 


da Le 
PT > LE à 
0 


ce qui nous donnera 


10 =, + 
( ) TES =) ae aa dd 


met im 


. 


1 a 
® et D, correspondent à deux des racines 7”. | » * 24: CR 


Calculons donc les coefficients a,. Ils sont donnés d’ Li Cauchy oh 

| par l'intégrale 
I aT dz 
ant) Te? Ge? 


a, 


intégrale prise, dans le plan T, sur un lacet autour de l'origine. Ceci 


4 
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s écrit encore 


n-+1 


I — ——— 


(11) es (rw) ox) dz, 


intégrale prise sur un lacet autour du point a. 
Nous avons écrit plus haut le développement de w,—w; il est 
facile de calculer le développement de 


n +1 
(12) (wo—w) -™ 


= (@ — to)" [di(n) + di(n) (@ — do) +... + d,(n) (@ — ao)? +...], 
en effectuant l’élévation de w,—w a la puissance 


nee 
2 


Les coefficients d sont des fonctions de n. 
On calculera ensuite le développement de 


n+1 


(3) (m—w) ” 9(a) 
= (rx — 2x)?" [ay (n) + a, (n) (x — ay) +...+ a, (n) (x — 2) +} 


En effectuant l'intégrale (11), on trouvera de suite 
(14) ir) 


Les formules suivantes donnent le résultat du calcul des coefficients d 
et a au moyen des c et o : 


n +1 
ans di (=- a ) 


m 
d= ey 
cho à 
| LYON) a, IQ DO à] 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXIIL. — Janvier 1916. 4 
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a(n) = di(n)Po 
a(n) = do(n)pi+ di(r)%; 


UE = dy 2+ di pi + do Dos 
(16) 
a3 =dyo3+ 4192+ d391 + A390, 
a, =d,9,+ dips + deGat dsqa + Ue Po, 


oe cle re OO Te ed tw FO eo p © Oe wile Re Le es ee SRE 


Ayant le développement de ® et ®, sous la forme (10), le calcul de 
l'intégrale (9) est tout à fait élémentaire. Chaque terme donne une 
intégrale 


fo ete de=T(n+1), 
0 


La série que l’on obtient ainsi pour l’intégrale (9) n’est pas en général 

convergente, mais seulement semi-convergente. | 
Une telle série est néanmoins tout à fait pratique lorsque les premiers 

termes décroissent très rapidement. Les exemples que je donnerai ici 


montreront suffisamment l'application de ces remarques générales; 


j'indiquerai aussi comment on peut obtenir des développements 
approchés dans les cas où la méthode générale précédente tombe en 
défaut. 


II. — Comparaison avec la méthode de « phase stationnaire ». 


La méthode de col est la généralisation naturelle d’une autre 


méthode d’approximation, déjà fort employée : la méthode de phase 

stationnaire. Lamb a étudié par ce procédé les ondes produites par un 

bateau. La dénomination est due à Lord Kelvin. Voici le principe : 
Soit à étudier une intégrale de la forme | 


i [ol@)cosy az ou fete" de, 


prise sur l’axe réel des æ. Je suppose que 9 soit partout une fonction 
lentement variable. | 

La où Y varie rapidement, cosY ou e* sont très rapidement 
oscillants, et l'intégrale est pratiquement nulle. Les seules portions de 


l'axe réel à étudier sont le voisinage des points où la phase Y reste 


À, 
pod), 
ONE 


‘ = 
d 
4 
4 
NT 
4 
4 
4 
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stationnaire, c’est-à-dire les maxima et minima, où l’on a 


dY 


— = 0 
dz 


sur l’axe réel. 

Il est aisé d'obtenir une valeur approchée de l'intégrale près de ce 
point, pourvu que ¢ soit lentement variable; on est en effet obligé de 
traiter © comme constant auprès du point de phase stationnaire. 

On serait tenté d'appliquer cette méthode au cas où, au lieu d’un 
exposant purement imaginaire 7Y, on aurait un exposant de la 
forme X + Y. Il semble que, si X est lentement variable, on puisse 
traiter pe* comme un bloc, et se ramener au cas précédent. 

Ceci cesse d’être légitime si X et Y sont respectivement les parties 
réelle et imaginaire d’une même fonction w. Ils sont alors reliés par les 
relations (5). 

Et si même X est en général lentement variable le long de l’axe 


4 


Fig, 3. 


réel, il devient FH variable là où la partie imaginaire est 
stationnaire. En effet, si ne Y est nul, c’est que dans le plan complexe 


des X, une ligne de niveau de Y est tangente à l’axe réel. Cette ligne 
étant une ee es plus grande pente pours X, on voit qu’a cet die 


sur l'axe réel, 2 TE x est grand. 


Le calcul de l’intégrale en ce point deviendrait alors très bonnie. 

Pour le premier cas, où la. méthode de phase stationnaire était légi- 
time, on supposait que, sur l’axe réel, la partie réelle X de l’exposant 
est nulle. On a donc, sur l’axe réel, 


et V. 
Le point de phase stationnaire donné par la condition 


dY 
dx: 
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est un col; il satisfait bien à l'équation (6) 


Vérifions d’ailleurs, au moyen nes relations (5), qu’en ce point il 
existe deux directions rectangulaires le long desquelles la variation — 
de X est nulle. 

On a, en effet, pour l’axe réel 


SEP 
OF id 
puisque X y est nul partout et sur une direction perpendiculaire 


ox _ oy 
FAT 


En ce point, deux lignes X — o se coupent comme par exemple sur la 
figure 4, où j'ai hachuré les régions X <0. 


Fig. 4. 


Lorsque X est nul sur l’axe réel, les points de phase stationnaire 
sont des cols; les deux méthodes concordent. 


Mais, lorsque X n’est pas nul sur l’axe réel, il n’y a pas en général de 


col aux points de l’axe réel où la phase est stationnaire. En ces points, 
une ligne de plus grande pente de X est tangente à l'axe réel, comme 
sur la figure 3, ce qui n’offre aucun intérêt particulier et les cols seront 
autre part dans le plan complexe, en dehors de l’axe réel. 


Ti. — Intégrale de Fresnel. 


L'exemple le plus simple (application de la méthode de col est 


donné par I’ intégrale de Fresnel, 


D le 
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Il s’agit de calculer 


F(s}= ii Cerda, 


© 0 
L’exposant est 
WU, 


ÉMIS SE 
Il y aun col unique à l’origine 


ow Fe 
= =, 0 
Ox 
Pour une valeur complexe de x 
æ=Ë+iN, 
ona 
weX+1Y=— 2nf 4 1(2—n?). 


X est nul sur les deux axes £, n. Les lignes de plus grande pente 
pour X sont les hyperboles 


£2 1?= const. 


Les deux lignes de plus grande pente passant par l’origine sont les 
bissectrices des axes des coordonnées, 


Fig. 5. 


Sur la figure 5, j'ai hachuré les régions où X est négatif. Les flèches 
indiquent le sens de X croissant. 

Comme chemin d'intégration nous prendrons de O à l'infini le 
chemin de plus grande pente passant par l’origine, puis de l'infini as, 
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Vhyperbole passant par s. | a 
: É 
¢ 
HV Y 1+t, /t : 
i = 1 28 oe — —_4 /-. 
fe | de = (+5) f e = = = L 
0 0 
L'intégrale de (1 +2) à s se calcule facilement en faisant, commeau 
paragraphe 1, le changement de variable rt, 3 = 
—t=i(2?—s*), 
CRT acer, ea 


LE ae ae eit -+ 

dias Geese 
dx i it 3 €? ei ag Pod. MC ES) tk | |. 
2 Liege te += Tr ok TS = CE 


ae eis? is 3 LE 
merry EAP Tr Ast” 88 » 
. 105 Less 1292050, (I=) | | 
+e ee + (—1) ee E 


Nous obtenons donc finalement les formules suivantes, en séparant 
dans l’intégrale les parties réelle et imaginaire : zs 


; + 
s ; ‘ 
iti C Se HOW in 
Ap cos x? dx = -4 /— — —coss?+ — sins’, : 
F BV. Bos (Big 2s 3 5 a 
s À : … 
RUE OT S Gea 3 a 
' sin 2? dx = -4 / — — — coss?— —sins?. ye 
Fai | 2V 2 28 28 ' . 


En désignant par S et C les développements, a 
eh Bae 945. | 1.3.8. ..(4 D+1) : es 
C= Sagat ge tet (ye Se +. | 7 i 
3 105 CRM 


LA dr ET} , | 
es ne ul = 
27P stP Eli 2 ABLE 


M“ 


S= I ist Ost He hes T) 
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Nous trouvons ainsi les développements de Cauchy (‘). Ils ne sont 
pratiques que si s est assez grand. 

Lorsque s est petit, on se rend compte, sur la figure 5, qu’il cesse d’être 
raisonnable d'intégrer sur les lignes de plus se pente. Le mieux 
sera alors d’ oo la méthode de AR PRE (2). En intégrant 
par parties on trouve 


s Si 
[ ei dz = x ei —9 if Peres el as 
0 0 
s 2 4 s 
Cae SOF HIS BS | 1 rer dat 
0 3 3 0 


©) 8% els 6 nle Ge lee se Dee) ec 6! Do) ler one on 6 see à 4,0" 6 + + ee 


Pour des intégrales plus compliquées, nous aurons l’occasion de 
nous servir de cette méthode, lorsqu'une des limites de l'intégrale 
s’approchera d’un col. 

Si j'ai rappelé ces formules approchées pour les intégrales de 
Fresnel, c’est seulement à titre d'exemple tout à fait simple de ce 
genre de calculs. 


IV. — Intégrale d’Airy. 


Étudions d’abord l'intégrale de — à + 2 


+ 0 
A(e) Li car, 


L’exposant est 
æm—i(xi— vx). 


Les cols sont donnés par la condition 


dw _ wel es Sag Ae 
| ee 9 Titi 0; #=+4/2 


Il y a donc deux cols situés, symétriquement par rapport à l’origine, 
sur l’axe réel si ¢ est positif, sur l’axe imaginaire si ¢ est négatif. 


En un point : 
Z=E+ in, 


Crh. Acad. SC, EX Y; p.554. 
(2) Die Undulationstheorie des Lichtes, p. 36. Berlin, 1859. 
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la partie réelle de w est 


X = n(n?— 3E+ +). 


La ligne X =o se compose de l’axe réel, et de deux hyperboles dont 
les asymptotes sont 
E=+—n. 


Si est positif, ces hyperboles coupent l’axe réel aux cols; si ¢ est 


à 
S 


négatif, elles coupent l’axe imaginaire aux points d’ordonnées + yy. 
L'aspect du plan imaginaire est donné par les figures ci-contre 
(Jig. 6, 7, 8). | 


urt 


Lorsque ¢ est nul, les deux cols se trouvent confondus à l'origine. © 
, . . L . . : | : 
L'origine est alors un point triple pour l’exposant w: en ce point, 


=< 


cs 


MÉTHODE DE CALCUL APPROCHÉE DE CERTAINES INTEGRALES. 
ona 
dw = dw = a? w Gi 
i. dei oi as Le 
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et le plan complexe prend l'aspect très simple représenté sur la 
figure 7. 


Sur chacune des figures j'ai tracé en trait plus épais la ligne de plus 


\ 
(| à 
L 
/ 


EN 


A 
\\ 
NK 


Fig. 8. p > 0. 


grande pente choisie comme chemin d’intégration. Ce chemin d’inté- 
gration part de i I+ = æ pour aboutir à (: + a) œæ . Il se com- 
plete par des portions du cercle de l'infini, rejoignant l’axe réel; mais 


sur celles-ci l'intégrale est nulle, car X est infini négatif. Calculons 
l'intégrale pour les différents cas. 


1° Cas ou vy Lo. — Posons » = — o' (> 0). 
Les cols sont 


Le chemin d’intégration passe par le col supérieur, et la valeur de 
l’exposant à ce col est 


3 
1\ 2 
m=a—a(z) : 

Nous posons aupres du col 


t= w, — w = (2 — 2)? [V3v — i(a — æo)]. 
Ann. Ee. Norm., (3), XX XII. — Février 1916. 
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D'après les formules générales, on trouve alors 


art RUE. 
(17) D rt FE 4 zé 
Seq Rerey: P B(3v)F (3 0")? 
5 É 5 & 
1199 atti ree nee Bd Be 852 
128(3¢')* ee) 1024(3¢')* 
Po ~(pea)tp +3), ee 
a wes 5) pl IR t 3 cade 
(Sr he 


Les deux expressions ® et ®, different par le signe choisi 


1 : : 
devant (3¢’)*. On constate facilement, en cherchant la valeur prise par 
ce développement tout au voisinage du col, que 


Fes 


® correspond à — (3¢’)*, 


1 
®, » + (30')*. 


_ L'intégrale est alors donnée par le développement 


ks) 


(39"y 


3 
2 


(18) A(v)=Vr" 


CAPE TETE NE RE 


8192(3¢’)? 


|v » I 3465 765 765 
a (—1)P erie | 


al 2p)! 23P 
a 1 (3¢’) 2 2) i ; 
J'ai tenu compte de ce que ee 


r(=)=vr F(n+i)=nT(n). 
2° Cas où AIRES Les cols sont 


ar 


ts chemin d’intégration traverse ces deux cols, comme le montre la 
figure 8. En chaque col l’exposant est 
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Calculons d’abord la valeur de l'intégrale auprès du col 


Lo= + ve 


t= Wy— w= (æ— x) [— 3e —i(x — æ)|. 


Nous posons 


D’après les formules générales, on trouve 


;T ; TT 
® A TRE oe bei, 
(19) ee ru £ + y 
(39) (3e) (3°) 
137 197 
109 ee Rosy ete, Oro @ —* Au 
13 AT 19 Le 
128 (30) * (3¢) 1024 (30)" 
Daal ; 
ere ee hep eo). ee PET 
Coe 2P p! 


4 

Les deux expressions ®, ®, diffèrent par le signe choisi devant (3¢)". 
On trouve facilement que ® correspond au signe — et ®, au signe +. 
L’intégrale auprès de ce col est done 


3 
È v\2 vi 
0. RE 0 5465 . 765 765 
(20) PNR AGE is DEEE : 512(30)) oper 
(3v)* (36)? 8192(3¢)? 
oy Ee ME 
nee 


v es v 
On passe du col x, = + ve au col symétrique x, = — VE en chan- 


[> 


ae mi “ 
“pare *. On voit que 


geant le signe devant (3) et en remplaçant e 

cela revient, dans le développement ci-contre, à changer le signe 

devant ¢. L'intégrale correspondante I, est imaginaire conjuguée de I,. 
En faisant la somme des deux développements, il vient 


ce(s) 5] +8 (5) 51) 


6) AC 


(Be) 
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avec u 
_ rf S400. (— 1)? TE 
Gaya |1— pope tet 3v8P (4p)! 2° 
RC: 65 765 (= 1)P 158.0 ae 
S — x en RE ep A RE 4 
(3°)? 8192(36) (39)0 | 


' On peut verifier facilement que les développements ainsi trouvés — 
pour l’intégrale d’Airy concordent exactement avec ceux que Stokes 


avait To par une méthode assez pénible (' ). 


3° Cas où v est voisin de zéro. — Nous écrirons alors l'intégrale sous 
la forme 
+ 1 
A(e) if e-ivz eix® a, 


traitant e “* comme fonction 9(x) lentement variable et posant 
HET 


Le plan complexe prend alors l'aspect représenté sur la figure 7 
(cosy = 0). Notre chemin d’intégration se composera de Loue droites 1 


ei. 
Posons 
—t=124 (aor). 
L'intégrale s’écrit | | 
‘fo (D, — D) et de >. 
0 
avec 
À 
41% t 3 a 
On vérifie facilement que : 
| | 1 3m 
® correspond à #—e 5, 
1, 
D, » Vers 


(*) Cf. Sroxes, Math. Phys. Papers, vol. Il, p. 332. 
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ce qui donne les développements : 


.5T pe .5T al a .ont n—2 
Cp |, PRE a nt ee ee ae Tape = 
ey 3 1! n| >|? 
© .T 2 _T 1 . .nT n—2 ; 
te ee eet ee =U) et = 
Dies |t *—i—e* 4 ieee = ) ONE NE = | 
3 1! nl! 


Le terme général de ®, — ® est 
Less 

(— DL t 3 poet i(n+1) (sr? | 
TL hl ioe A 


Sin + 1 est impair, le terme entre crochets donnera 


2 COS Es TH; 
6 , 
sin +1 est pair, il donnera 
aisin +. 
6 


C230 Ay = (3) cos nr () sin = Tu cos == 


3 3) 6 1! 3 6 
Wh \ SAT yet 2p 
— 370 (9) sin (y oat (7) 
LS PT ie p°P 2p +1 (2p+1)t 
X sin ——— + ( aerial 3 ) cos PU +... 


Les fonctions l se calculent par les formules bien connues : 


T(n+1)=nT(n), l 
log T (3) = 0,427 962 749 3, 
log (à) TR CT 
Dans cette série, un certain nombre de termes sont nuls, ceux qui 
correspondent à des sinus de multiples de x ou à des cosinus de (2p + 1)= 


On vérifiera facilement que ce sont tous les termes pour lesquels la 
fonction T porte sur un nombre entier. 


car l’on a 
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La série ainsi trouvée est exactement celle donnée par Airy. Elle a 
est absolument convergente pour toute valeur de y, mais son emploi 4 
n’est pratique que si ¢ est assez_petit. 


4 

V. — Intégrale d’Airy limitée. : 10 

Il m'était nécessaire de montrer comment ces développements déjà . 
bien connus se retrouvent par la méthode de col pour pouvoir les uti- a 
liser dans l’étude de la fonction 
4 

Mine À aus) dap, - 

r 3 


L'étude de cette fonction est, comme je l’ai rappelé dans l'Introduction, 
nécessaire pour la connaissance des interférences auprès d’une caus- 
tique, lorsque le diaphragme est une fente. 

Il suffira d'étudier l'intégrale 


s 
A(°, — 0,5) a pee: LOR 
— © 


a 
ét DÉS. 


/ 
… 


Der ve) 


# 


A(6, — oo, s) —A(», — oo, r)—=A(v,r,s). 


Pourtant, comme nous ne calculons que des développements approchés, 
il serait mauvais d'employer cette formule lorsque r et s sont voisins. 
Ktudions d’abord ce cas. On a 


oA = eilr—vr) 

Or à . 

2 

er en (3r2— 0), : 
PS ee eee + 7208 

or = etn EG r — (3r2— ¢)?], a 

TA Ee of 7 

Sp = el) 6 — 18 7(3 72 — v)— i(3r*— 99], | 
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et lon obtient l’intégrale développée en série de Taylor 


39 


: OA 1 OA ee nan 
(an!) ST ss — rh +... 


Voyons maintenant comment on peut étudier l'intégrale 
s 
A(e,s)= if ee) de, 


1° ¢<3s*. — Ce cas correspond aux figures 9 et 10 suivant que ¢ 
est positif ou négatif. 


” JE ae ae 
Z LA LZ 
Se Z eo £ LOS DZ ; 
SL LZ <Z2ZZ SA 
{EEE EA SLA LL 
IN LL 
CCS 22 APE LA oes 
Pig PLES a O66 —£ as 
N ERP So Ze LEE SS 
“ EBSD * WZ 
GAA. ZZ 


Si s est positif on doit prendre, quel que soit le signe de », 


+o + © 
ALES) a eile8—vx) da — a eilx*—vx) dar, 
ce f 


cette derniére intégrale étant prise sur la ligne de plus grande pente 
passant par s. Pour la calculer, nous poserons 


t=w,— w =(x—s)[— ¢(38?— 0) —13s(x—s) —i(x —s)]. 


L'intégrale s’écrira 


æ + æ 
S =f CPV ag = giro f et @ dt. 
s 0 


dx 
dt 


L'expression 
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se calcule facilement au moyen des formules générales et l'on a 


i(ss—vs t 6s ; 6 185? , 

(25) S =e ) wt tg rime se) 
360s(6s?+ 9) . 360 78 3785° | | 
CLEMO 


Et l’on a finalement | 
(25 bis) A(ve, —c, s) = A(r) —S (vs SG), 


Si s est négatif on verra facilement qu’on doit prendre l'intégrale de — 
à s sur la ligne de plus grande pente aboutissant en s; cette intégrale 
sera égale à —S si S représente toujours le développement ci-dessus : 


(25 ter) A(ve, —%,s)=—S (¢< 3.54, 5 <0). 


2° y>3s?. — La figure 11 correspond à ce cas. On voit que, 


S 


quel que soit le signe de s, le chemin d'intégration choisi ira de — co 
à — too par le col négatif, puis de — ix à s parla ligne de plus grande 
pente aboutissant en s. 

La deuxième intégrale n'est autre que — S, et la première a déjà été 


calculée; c'est le développement I,, imaginaire conjugué du dévelop- 


pement I, donné par la formule (20), 
(26) A{ers)=I1,—S (9 > 35°), 
3° Ces formules cessent d’étre pratiques dans deux cas seulement : 


~ 
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a. Lorsque s est voisin d’un col, 9 3s?. 
b. Lorsque ¢ étant voisin de zéro ou négatif, s est voisin de zéro. 


a. 9S 3s?. — Le point s est voisin d’un des deux cols; on fera alors 
lintégration jusqu’au col voisin de s, puis au moyen des formules (24) 
on fi l intégration le long de l’axe réel depuis le col jusqu’à s. 


s négalif, voisin de — Ver — Il faut d'abord calculer l’intégrale 


ava Fe dx 
L eva = f et® dt (« = Won — W, D — +) Ê 
aS 4 dt 


Le pereroppement de ® se déduit de la formule ae en changeant le 


signe devant v” et en remplaçant e ‘ par —e ‘. L'intégration donne 


D sv) 


1 i2(- e D YA L ie *_/3 
Seen) | du is 1) 
2 (30)! (30)? 
ones 
Mee 5 21 
(30)? v) 
mou 
MOD ee: 7 
LITE (2)- 
(Ba N° 
Eyoe 
prop Es). (3p —1),,/ Pp} 
eee Pee nes À : \+ 
p 


Il reste encore à faire l'intégration du col jusqu’en s au moyen des 


formules (24). 
On trouve ainsi 


en (50) 0-49 
Ve) B+ 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — FévRIER 1916. 


wis] 


eae 


Le à” FR. de. à 
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On obtient done, pour le cas s <0, 6 & 38° 


(28 bis) A(v, — oo, 5) =A (6, — ©, See alo, ~\/% s). 


Pour le cas s > 0, » © 35°, on trouve : 


° Pia sel 1 
(28ter) A(v, — oo, = 1+A (0, 1, 5) +a(s, ve s). a 


I, est imaginaire conjugué du développement I, [éq. (20)]. 


Aly, —in, \/5) se déduit de (27) par le changement de eur 


a (e Ve s) se déduit de (28) par le changement de signe 


devant 3 : 


b. pet s voisins de zéro. — On fera l'intégration jusqu'à l’origine, 
comme au cas ¢ voisin de zéro, ce qui donne, d’après (22), (23), 


(29) A(v, — 0, 0) 
.T À 4 ine re 
=—ye e (rs) rs “r(3) ++ = e “r() +: è a 


il restera ensuite à faire A(¢, 0, s) d’après les formules (24) qui se : 
réduisent à 


ra à : ; ; > 
Bie: 0 = + nr) res). 


al\4 2 3! 5 3 ‘ Fa 

Et l’on aura i: 
(29 bis) A(v, —o, s)=A(9, —, 0)+A(¢, 0,5). | i‘. 
‘Il faudra employer cette formule pour ¢ voisin de zéro, positif, et | 4 
pour ¢ négatif tant que ¢ ne sera pas très grand en valeur absolue. “0 
Pour ¢ négatif, grand en valeur absolue, on HORS simplement ‘a 
les so (25)et (25 ter) “a 


= LE 


, L 
A(v, —o, s)=—S§ (s>0 0us<o), i Û 
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La contribution de A(v) pour le cas où s est positif [formule (25 bis)] 
pouvant étre négligée complétement devant S. 

Les développements ainsi trouvés permettent done de calculer sans 
difficultés les valeurs de l'intégrale 


s 
ACT, s) ap cer) dx. 
i. 


Il n’existe, jusqu’a présent, qu’une table tout a fait restreinte de cette 
intégrale, calculée par Lord Rayleigh ('). 


VI. — Interférences dans le plan focal lorsque l’aberration 
de sphéricité existe. 


Nous avons vu, dans l’Introduction, que l’étude des interférences 
dans le plan focal, lorsque l’aberration de sphéricité n’est pas corrigée, 


* se ramène à l’étude de l'intégrale 


+ © 
M(o)= JE gion) dx, 
si ouverture peut être considérée comme pratiquement infinie 
s 
M(¥9, 7, s) 25) ei) dx, 
14 


lorsque le diaphragme est une fente. 


L’exposant est 
w—i(zt— vx). 


Les cols sont donnés par la condition 


dw 
PEN 


ok 


(:) Lord RayLeiGH, Phil. Mag., 5° série, t. VII, 1879, p. 404. 
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Si x, est la racine réelle, les autres cols sont 


ne run ; . 

TRUC et a acc NS < 

En un point, À 
z—=EËE+iN; ae 

la partie réelle æ de l’exposant w est d 7 
CS 

Xe Ger ye a 

< L’axe réel (n = 0) est une des lignes sur lesquelles X est nul. Le reste a 
de la courbe X =o se compose de trois branches, symétriques par <5 
rapport à l’axe réel; une de ces branches coupe l’axe réel au col x,; = 
les asymptotes de la courbe sont les axes de coordonnées et leurs 
bissectrices. | oa 
; a 

En vertu de la relation a 
M(—°)=—M(»), 4 

il nous suffira d’étudier le cas où ¢ est positif. eS an 
Lorsque ¢ est nul, les trois cols sont confondus à l’origine, quiest = =——— 

5 ° : Ae 

un point triple pour l’exposant w en ce point. i 
ow ew 03 Ww. DAS TRÈS 

"0, —— = 0, —— —=0, — —= 14! 3 

Ox 0x? on dx* à a 

L’aspect du plan complexe est représenté sur la figure 13. "à 
Lorsque ¢ est positif, le plan complexe prend l'aspect de la figure 12. à 
On calcule facilement que les lignes de plus grande pente pour X + 
passant par le col x, sont inclinées a 45°. Elles font les angles = eee. 
12 wz 

ger are PS epee ae 0 am 
et > + 5 pour 2, ; ret = + > pour le col x,. “aq 
En effet, soit x, un col TOR 
[ent D x 

7 os aa ayes (n=0; ra) >) han 
un point au voisinage du col sera - 47 
| T=ænt+peis  (ppetit); : 

on pourra écrire | à 
ae ow 2 Qi — 76 72 92 ei0 | ne 

RME UT as cate Sea 2 ay 


[ann % 
i(4 +204) 
wW— = 6%6p1e \? PE 
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Les lignes de plus grande pente pour la partie réelle X de w sont celles 
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= 


ES 


4 


/ 
/ 


i É ; 
NS SUR 
NS È 


À 


«\ 
JSK 


On trouve ainsi les résultats annoncés. 


La valeur de w en un col æ, est 
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Le chemin d'intégration, marqué en trait plein sur chaque figure, part 
. 97 


4 
im : a 1 * . . i Là A 
dee © pour aboutir ae “©. Le raccord à l'infini, avec l'axe réel, 
fournit une contribution nulle à l'intégrale, comme je l’ai déjà 
remarqué à propos de l'intégrale d’Airy. 


1° p voisin de zéro. — Lorsque ¢ est petit, nous pouvons consi- 
dérer e-“** comme lentement variable, et écrire l'intégrale 


+0 +o 
i eitr—vx) dan =) (x) ex“ dx (9 — ene), 


L’exposant est w =a‘, pour lequel le plan complexe a l’aspect de 


la figure 13. Le chemin d’intégration étant la droite, 


iz 
CEM ois 
Posons 
t=— iz, 
DELLE; 
nis 
dz a 
Ue ne L 
Att 


L'intégrale s’écrira 


fem dx = e—*(M, — ®) dt, 
À 2 


en vérifiant que 


1 7 
®, correspond à é=+e ®, 
Le Aw 
® ue v——e 8 
et en développant 
* EL i hee | ni 
o(x) = ete — eto — ete Pye … 


i ein wee ——_ we be 
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Et l'intégrale s’écrit 


2 
SE ou 
pt —i— (5 pre + 2n+HI 
PIN al Le. LT 3 AW PS 
x (7) arr et 


Cette série est absolument convergente, elle ne sera néanmoins pra- 
tique que si ¢ est petit. 


2° vy >o. — Dans ce cas (fig. 12), nous avons à calculer l’intégrale 
auprès des deux cols æ, et æ,. 


a. Intégrale\, auprés de x,. — Suivant la méthode générale, nous 
poserons 


t= w,— w= (a — 2) [— 16xj5,—tha)(x—x,)—i(x — x,)]. 


Notre intégrale s’écrira 
if (@,— d)e td 
0 


@ I 1+i -À i (I—t) 5 

5 =: Ste t ?@— = = 5 

FO Al a3 2 gx * V3as 144 
7 I+i 1709 3 

+ TE rh +... |. 

48677 V3 x? 62 208 | 


t 


Et l’on obtient 


(31 bis) ave | Let 288V8x$ 248832 


I+ 7(1—2) 1755 V3 (1+ 2) À 


L'intégrale I, auprès du col æ, se déduit immédiatement de I, par le 
remplacement, dans le développement, de x, par 


Lo — Hye ; 
pus 27e 
3 = 12 12 we ae 12 
—{a4(3+i)l e Bae 1799 VE e À 
eit = = = 
Here Ese hh fone 124416V 2 a 


Et l’on a finalement 


M(v)=1,+ I. 
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VII. — Méme intégrale. Limite finie. . a 
Nous voulons étudier maintenant l’intégrale ey 
102 


s 
Mpg rss) if ee aa. 
‘ 


On peut se borner au cas y > 0, car l’on a 


M(¢, r, s) =— M(—»¢, —s, —r). 
ey r et s ne sont pas trop voisins, on utilise la relation 
M(¢, r, s)=M(v, —oo, s) — M(v, —20, r). 
Et il suffit d’étudier l'intégrale 
M(¢, — os) = GPR) dr. 


Lorsque r et s sont voisins on utilise un développement de Taylor, 


Ga) MC, ry s)= een (re Ein) 


+ EE pe 127°— (4r3— ¢)?] 


ST [24 (Gr 6) + ia4r — (Gr — 05] 


ee 3 : 
+ = [— 48r(1or?— ¢) + i294 


— 867 (4 — 0)? + (Gr?— e)*] 


Etudions donc M(v, — 2,5). : = 


io > ge s se trouve en position I (fig. 14). Nous prendrons 
(33) M9, — o, s) = M(v, —oo, + æœ)—S, 


S désignant l'intégrale prise de s à +0 sur la ligne de plus grande 
pente passant par s. ù Ro 


Calculons l'intégrale S sur la ligne de plus grande pente passant ens. 


Peter NP QUE AL ANT 
AY ue \ 
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Nous poserons 


i= W,— w = (#—s)[—i(4s'—0) —56s(x—5s)—14s(x —s)?—i(2—s)?| 


et 
dx U 125? : 
D Pee Le Les 2 
dt 4s?’—ev (4s?—v)8 Cr )e 
= 4 Fe 1205 108058 A 
(4s8?— p)5 4s?—e (4s? — | 
. 4205! 3053 21655 
+ “ae ay ay Pies 5 + may | ae 


NN 


OW 


Fig. 14 
D'où la valeur de l’intégrale 
(33 Bis) S = em f et @(t) dt 
0 
: i 125? : ahs Se 
— pi(si—?s) Las ase — —— 
ge ae ent rer) 


Lx 24 Aa r20S 1080 s5 
su ee ets pv} 
. 100805? E 30 5? 2.165% | | 


CT A LT Go” (Gs oF | 


Gr (av 


DOE = ee (2): — Le point +, est le point où la ligne de plus 


grande pente qui passe par les deux cols x,, æ, coupe l’axe réel. La 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — FÉVRIER 1916. q 


Po 
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valeur de +, est facile à calculer. La ligne æ,æ,#, est une ligne de plus 
grande pente pour la partie JET xX de l exposant w; sur cette ligne Y 
est constant, égal a 
Sur l’axe réel, 
x, est racine de l'équation 


aut, | ° 
LL ria) avec Lo = Z) . 


. Par approximations successives, on trouve 


D5, = 007040 
Lorsque s est en position II on trouve 


(34) ADK M(v, —o, s)=1,—S. 


3° s<a,,. — Dans ce cas ona 


(34') M(s, —%, s)=—S. 


Ces deux expressions (34) deviennent équivalentes si p n’est pas petit. 
En effet I, disparait comme 


et devient vite négligeable devant S. + 


Ces développements cessent d’être pratiques pour les trois cas 


suivants : 
REP NS 
a. s voisin de (5) . 
b. s voisin de x,,. 
c. sets petits. 


Le cas à n’est pas à étudier particulièrement, car, si ¢ est RCE il 


suffira d'écrire 
M(v, —o,s)=—§, 


en négligeant le terme, dans les équations (34) en vertu de laremarque = 


ci-dessus; si ¢ est petit, on retombe sur le cas c. is van NID de 


A ah i. oe 


Pare 


‘ 
a 7 R 
ce : 
” . 
TT TT 


. 
ke 


is 


(aah 


” 


_ 
# 


ee a 
PS 


a 
» 


A ne 
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4 
Sec DIN 
a. s voisin de (5) - — On fera l'intégration jusqu’au col x, et de x, 
à s on intégrera sur l’axe réel en se servant des formules (32). On 
trouve ainsi, en utilisant le développement (31), 


(35) M(», Ti) s) 


—1 344 , : 
Het ee fs) TG — "7 (2) 
eee he gry Ve V3x5144 \2 


7 (1+ 2) 1955 (2) 
+ Te) — —=] ~~ *— T | = | +... 
486 2° ! V3 2262208 \2 | 
ian .($ — To)° 
+ ed as Cane coe — roa, 
.(s — Lo) —ry : ; , 

+ 24 Lo + SE (ahi — 28805) +. | +. 

: ‘ iz 

b. vets petits. — On intégrera de — + à 0 sur la droite x = — per. 


en utilisant le développement (30), puis de o à s sur l’axe réel au 
moyen des formules (32), 


(36) M(v, —0,s) 


se ae we 8 si 
+ — (ahi + pt) — — (iv? — 487) — —(v' +1700? ae 
Se me ee PIA) 


Ce dernier développement cesserait d’étre pratique pour des valeurs 


un peu grandes de vets. 
Nous avons donc pucalculer des développements approchés valables 
dans tous les cas. possibles. Il n’existe, je crois, aucune table numé- 


rique de l'intégrale que nous venons d'étudier. 


A 
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VIII. — Interférences auprès d'un foyer imparfait. 


Lorsqu'on veut étudier les interférences tout autour d'un foyer, 
imparfait, et non plus seulement dans le plan focal, il faut connaitre 
l'intégrale 


+ © 
(1) P( u, ) =|, ellat+us?—oxr) az, ot 
si l’ouverture peut être considérée comme infinie, et 


s 
O(u, %, 7, s)= i oie eon sd PE op 
ss 


si ouverture est une fente. 

Dans les paragraphes précédents nous avons étudié le cas u — 0. 
Les formules ainsi calculées peuvent être utilisées lorsque wu est petit. 
En effet, si l’on développe e““" en série, on voit que l’on peut mettre 
D(u, v,r,s) sous la forme 


Du, v,r,s5)—=®(0, 9, r, s) + iu V,(¢, r,s) +.. es Rs Wel ¢;-7; 5). 
En désignant par W l’intégrale, 
(37) rh r; s) =i ellxt—vxr) pin da — 0°" B(o, 9, 7, 8), 
¥ Ov? 


« 


Ce développement sera d’un usage peu pratique, même pour le cas 
où uw est petit. : 


A. u petit. — Nous écrirons dans ce cas l’intégrale sous la forme 
avec 
px) = em". bea 


Z * 


L’exposant w est alors le mème qu'aux paragraphes VI et VII; le 


chemin d'intégration est identique. Il faut remplacer les formules 


obtenues par les suivantes, auxquelles j’ai gardé le même numérotage : 
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1° y petit : 


i 
(4 


} I p? et =e 3 
Sage eue 
4 mon »2 2 ee 
+ ae Be ota oe tals ee 2 re Soca {fe 
24 2 2 4 


2° 9 >o. — Auprès du col x, on développera 9 en série 


(30a bis) O(u, 9)= 


P= Pot 9 (2 — Lo) + O2(X — HX)? +... 
avec ; 
= CES y= L2UXyQ%, Da — (tu = 2U? £7) Qo, 


es 2 ath 3 3 nee u? + 3 3 ni @ 
Co Og me ee A TE PNR MTS 0 } Po 


On obtient alors 


Ware poo MER ( ii u ) 
314 = = 1° = + : 
( ) ®, | 2 2 V3 xo CEA 3% 


(1—i)aouxè—(1+1)3u ele 
+ — —— Il 
12 V3 «3 144 V3 26 
i(2u'xi+ 2ux2,— 3u) — u°xÿ if 7} |e 
oa 486.25 


for D i i . : 3 2: 
ie — 34 wei) (a1+l)—(1— 7) 2 2G 
fais 


72 V3 x5 
lou ava (it) —19u? z,(1+ 7) 
324 V3 x8 


110(1-+-t)u?222—125u(1—i)  1799(1+ £) 
2592 VS: 622083 x3 
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et 
(3rabis) I—=Vre-iliri-uxi) 
I+¢ Pe Nie DES a3 DU (i+i)7 ; 
Rot 24 V3 æ 988/328 
(LE que 2) (1+ i) —2uW3avi(1—2) 
oie 288 x3 . 


owes (1 — a — 15u? x (1-+ 2) 
Me Dome er 


x 


110u725(1-+t) —125u(1—t) 1755 V3 (1 + t) 
Sea 10 3683 248 8320) 


Auprès du col æ, ona 


(3 : ) je PR D ai 
rater) ol 


ae rae = mink 
( e ae autre "—3ue* es i 
\ V62, 12/6 23 1446 x3 
use +quaæe B_oure 
2 
x 14425 
te 3 ioutrèie *‘—i5urxz,e * 
648 x4. % 
int LT iz 
VE nouxte +roôue © . /3 1955e * 
2 ECHECS. / 2 124 416% 
“d Hi, erat stars elects .6 Aa ae ww eee eee 


On trouve finalement 
(uo) = +. 


Le terme I? est en général très petit devant I}, par suite de l’exponen- 
tielle en facteur. 


B. Voyons maintenant comment étudier l'intégrale directement, au 


:, + PAS : de 
ru + = poe 
METHODE DE CALCUL APPROCHEE DE CERTAINES INTEGRALES. Ou 
Cas où u et # ne sont pas petits. L’exposant est 
u w= i(2'+uzr?— ovo), 
= Les cols sont donnés par la condition 
“ae ow 
(38) - , — —0 e+ 2ux—voo. 
HS). Mir Re Lies 
(POsonsm tt. - 
a , RUE ire 
= k pa Pres 2? (oo 4 oa 
__ L’équation s’écrit 
> = ge a+ px—gq=0. 
À >, vce) Pod rd cate a q - 
Si l’on désigne par cb et w les expressions 
A 7. poe . 27 ol = 
mse Fh +e * Vb, 
ARTE eed 
(tye Fhe +e * 1%. 
y = _ 
Sal 4 — | 
+, vb sont réelles. Dans ce cas, x, 
28 conjugués, c’est-à-dire donnent 
RTE ee ae 
sense 
ut 
eux cols x,, æ, sont confondus en 
conjugués ; Los Ly, La 
TANT" a 
2. , ’ wea = 
i 2 = 


2 À EB: 7 2 à 
a NEA rs 3 =) Oe 2 4 
= ; Re 1 pa d = 2 = 
. ‘ We A \\ ; oan arr 
See Sie | . | NN KR set 
Zz + > : 3 AUN ee ae Ong d 
gn | | pos \ (ug NS Neuetent ae RS 
ele - o N S pf. £ k CS : é 3 = 2 ey 
ou R oes a : | See Wa ; ; — E#Æ Es 
= = St > i = US & 5 3 = à 
FES AE LRTI > x | Es 5 255 
Sea aks SEC * ia \ AS RÉ 
3 3 oe ae ù NN HE 
5 x / \ SNS | Ss 2 2 
OWN : | Fier 
= | : ace: 
oe 7 ob 
5 & SZ © 
2225 
as 


1 RU TMS S 
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nales. Les asymptotes de lignes de plus grande pente correspondent 
TC T 
aux angles = + #-. 
8 2 


Dans le cas I, le chemin d’intégration se compose de deux lignes de 
plus grande pente passant par les cols a, et a. 

Dans le cas II, le chemin d’intégration se compose de deux branches 
aboutissant au col double, et d’une ligne de plus grande pente passant 
par le dernier col. 

Dans le cas IL, le chemin d’intégration passe par les trois cols. On 
voit facilement, puisque l’axe réel fait toujours partie de la courbe X=o, 
que pour tous les cols situés sur l’axe réel les lignes de plus grande 
pente sont à 45°. Dans le cas 4p* + 27q?= 0, les lignes de plus grande 
pente auprès du col double sont inclinées à + 30° et go’. 

Calculons la valeur de l’intégrale auprès du col x,. L’exposant a, en 
ce col, la valeur 


Wo=i(ri+2pari— gas) = pri —3qx). 
Nous poserons 
t=w,— w= (x& — a%)*[— (622 + 2p)— thay (2 — x) —i(x — to) ]. 


L'intégrale auprès de x, s’écrira 


= ere f et (D, — D) de, 
0 


d 
où ®, ®, représentent + On trouve 
| i SN à QE I+U ae EL 
G9) (Ta 2V3x?+p (329 +p)? 
Ga 5) IL (= 503 ) : 
Se te RENÉ ir à 3 2 
Baie a oP 
De € Li 8s ) 
(Bai +p) \4 3434+ p 
PACE MARS sere = ee alas. 
+ —— — aon Cost 
64(3x2 + py? 4 To +p (0% +P \ 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Fevame 1916. 8 
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ce qui donne pour l'intégrale le développement — 


i(px2—3q Yo) ; 3 Line 5 a2 | 
(39 bis) = MERE IIS ae (t-ass) 


2V3x3 +p 8 Gatapy\s 3z+p 
105 (1 + £) E 323 rt } 
~~ 128(3xæ?+p} 4 345 +p D (3x?+p) dé: < 


Les intégrales I’, 1° auprès des cols æ,, v, fournissent exactement le 
même développement. Et l’on trouve 


2 
I. (£) + (2) >, D(2p, 4q) =1 4+ ki, 

(40) ; ; 
Ill. () + (2) < 0,  D(2p,4q) = +1? +15. 
Il faut se rappeler que dans I’ on a 3x? + p <oetdans Ii, 34; +p>0, 
car dans le cas III, p est négatif, compris entre — 3x? et —3x;. 

Dans le cas I, le terme I? devient rapidement plus important que LÉ, 
P ¥ 


lorsque pee n’est pas petit. En effet, I, contient en facteur 
Pata): 
or, ona 
La=— a—ib (a>0, b>0), 
ei(p 23-39%) — eg—2pab—3qb bip (a—b?)+3qa), 

P° q° ’ 2 , x . 
Lorsque qu est pas petit, a, b sont grands, et l’on peut voir que 
Pexposant — 2pab — 3qb est négatif, grand en valeur absolue. — 

a LC a de a | 
IT. Reste le cas où pa a ra est voisin de zéro. 


Posons 
q= 9 +k; 
k est petit, positif ou négatif, g' étant la valeur qui satisfait à 
P* q™ 


ae — 0) 


27 4 
nous aurons pour l’exposant l'expression 
w= U(2'+ apa2*— hqr)=—w'—igke. 
Et nous ferons l'intégrale 


e—ibka elw' dz 


VAT ae 


MÉTHODE DE CALCUL APPROCHÉE DE CERTAINES INTEGRALES. 59 


sur le chemin d'intégration marqué (fig. 16) auprès du col &,æ,. Mais 
pour l'intégration auprès du col æ,, nous garderons l'expression I? 


[éq. (39 bis)]. 


Auprès du col x,x, nous poserons 
t= w,— w= (e+ 23)§[tha,;— i(2 + x), 


en appelant — x, l’abscisse du col; je rappelle que l’on a dans ce 
cas : 
w+ pe—g=(ex+ax,)(@—2%3)  (p=—3xi, q'= 225). 


Nous aurons, conformément aux notations générales, 
3 se ts of (1 + SET NE en tee SF 
I n 


On trouve alors 
ul à 3 
LAN fe PL Ga à oa A Pa en =) SE ROME ) 
==> _— —— I —— oe —_ = 
= 5G APE LX has 625 ce RTE ARE CE 
3 I 35 at 
(++ : “ys ze 
De 1223 216.23 
5 
3 


4 
us oe eee a AL LE | 
Fs: =) (+ Sad 3% Shas 1296! 1-4 Es 


On voit facilement que 


(1) @ 


, 1 it 

® correspond à (—7)* =—e °, 

au ae 

®, » (— i)? — e 6 

Et l’intégrale auprès de col — a, devient 
2 COS = ; 
(41 6is) J;= x cltebt tp sirtyte = (3) — À v3 :T(3) (: + =) 
(423)° (423)* ; 


6 5 6) 99 385 ) (:) 
=~ Alaa Bat thot rage) (5) + 
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Les fonctions L'seront faciles à obtenir par les relations F(2+1)=n[(n), 
logT (3) = 0,427 9627493, 
log (3) = 6, 1316564916. 


L'intégrale complète sera 
D(2p,4qg)—=J;+ I. 


Il est facile de se rendre compte que ces développements sont pratiques 
pour toute valeur non trop petite de wu (c’est-à-dire de p). Si u est 
petit, la formule (40) pour le cas III cesse d’être pratique, car les 
cols a, &,, &, sont très voisins de l’origine ensemble, et dans l’ex- 
pression 


(4o) Th Oe IS EL 


les trois développements 1’, 1°, I? sont très grands avec des signes 


différents. 

De même ici, J, et I} sonttrès grands, de signes differents; l'approxi- 
mation est très mauvaise. C’est ce qui nous a forcé, au début de ce 
paragraphe, à calculer pour ce cas des formules spéciales. 


IX. — Même intégrale. Limites finies. 


Comme nous l'avons remarqué au paragraphe 8, nous pouvons nous 
borner au cas où ¢ ést positif. | 
L'intégrale 


È s 
Du, P, Rs $s) =) ÉTAPES dx, 
\ 
r 


dans laquelle nous continuerons à poser [éq. (37)] 
isp, 049, 
pour la commodité de lécriture, pourra être décomposée en deux : 
| D(2p, 44, r,s) = (2p, 4q, —%, s)— D(2p, 4q, —%, r), 


sauf sir et s sont voisins. On utilisera dans ce cas un développement 
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en série de Taylor 
(42) (2p, 4q, r,s) 
= ef hr apr'—igqr) ) — § — p+ ia(s —r)*(r3+ pr — q) 


ee [¢4(37r?+ p) —16(r?+ pr—q)?] 


ais TI ak [i247 —32(37r?+ p) (73+ pr— q) —.164(r + pr) — q}1] 


+ GaP) fing — 30 (878 + p)§—192r(r9 + pr — q) 


ae 


—1192(37?+ p) (r+ pr—q)?+ 206(r°+pr —q)*]. 
=>. nat il eh a a RUN |. 


Étudions done ®(2p, 4q, — ©, s). 

Dans un certain nombre de cas, le chemin d'intégration se compo- 
sera de lignes de plus grande pente passant par des cols (calculs déjà 
faits) et d une ligne de plus grande pente partant d’une région où X 
est infini ee pour aug au point s sur l’axe réel. Soit —S la 
valeur de oran sur ce chemin. 

. Différents cas seront alors à distinguer : 


Cas À : u petit (p petit). — Les formules seront les suivantes (cf. 


fig. 14) : 


: 
| s>(r)> de 28) = Olin v) 8: 
4 
(43) | A | 
Du O(a, —w, s)=—S; 


Du, v), 19, If étant donnés par les formules ds Ut, VIII, cas Be 
formules Gee bis), (31a bis), (31a ter). 

_S est donné par la formule (47). 

En pratique, dès que le col a, est un peu éloigné del’ origine, l’inté- 
grale I% devient négligeable et les deux dernières nie sont équi- 
valentes, et l’on peut écrire : 


(43 bis) D (=). (v grand), @(u, 9, —w,s)=—§,. 
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Ces développements cessent d’être pratiques dans deux cas (cf: ; 
§ VII): . " 
ra p\? > 
a. s voisin de (z) : L : 
b. sety petits. 4 
: ae 
a. s voisin de (5) . — ll faut faire l'intégration jusqu’au col x,, et a 
de x, à s intégrer sur l’axe réel. À 
L'intégration jusqu’en x, donne, en utilisant la formule (31a), + 
(44) Du, ¢, —, x») ss 1 
e—iGxi—ux$) ( 170 I u AN À 
jf INA eS — |r 
APTE 2/32, @ (a ae 3x.) * 
4 (i—i)autri—(1+é)3u _ (I +) FG) 
12/323 144325 | \2 . 
i(Qausxi+ouxo—3u)—uxà 97 | are +4 
= EE ETAT fap baht ee 
4 nl LENS ieee ee GENS 
L'intégrale jusqu’en s sera 
Du, v7, —o,s)—D(u, ed To) + D(u, 0, — Lo, S); 
la dernière expression (intégrale de x, as) se calculant par la for- 
mule (42), puisque æ, et s sont voisins, on fera r — x, et l’on se 
rappellera que l’on a 
FALSE" 
gee gr 
b. set y peuts. — Comme au paragraphe VII on intégrera de — + à o A 
: . T 
sur la droite x = — pe * en utilisant le développement (30a); on aura 
ainsi | 
Du, ¥, —, 0) 
et | +2 
Du, », — co, s) — D{u, », —0o, 0) + Du, 9, 0,5), 72 X 
cette dernière intégrale étant à calculer par la formule (42), cars est = 


oh tant 
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voisin de zéro, 


.T 
‘3 


ON ea es = nr (3 
4 


+ Le ue )r(3) 
lo ist it 
+ (se * — uve *)r0) 
ch -i tug? ut —iF 5 
1) 
PEN ES pee eee f 
Cas B : u (et p) quelconques. — Les cas à distinguer sont les sui- 
vants : 
Resi NE 
(cf. fig. 18). 


(2p, 4q, 2) dir, 4q)—S 


S 


NN 


Hy 
LG 
tH SZZZNN 


a 
SA 
WAY 

NN 


AZ 
À 
F : Fig. 18 
q as 
2° = + —< 0 
A 27 
DT i= 
(46) b. x<S< x, 
o 


(2p, 49, —o,s)=+L +1 +8; 

M(2p, 49g, —w,s)=+13—S; ; 
S< La, P(2p, 4q, — OD, 5) =—S. 
Pour I,, I,, ®(2p, 4¢), cf. les formules (39 bis), (40) et (4t bis). 
it g 
3 n : 


DE = >o. — Appelons x, le point où la ligne de plus grande 
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pente qui passe par x, et æ, coupe l’axe réel (cf. fig. 14). 
LS) ®(2p,4q, — ©, s) = I? —S; 
S< Lys D(2p, hq, —%,s)=—S. 
Cf. (39 bis) et (40). 
Dès que le col æ, est assez éloigné de l’axe réel, ce qui a lieu 
si + £ est grand, l'intégrale L, devient négligeable et l’on peut L 
admettre, pour toute valeur de s inférieure à æ,, l'expression ‘a 


(46 bis) D(2p, 49, — 2, s)=—S. 4 
Ch 7 3 C4 
Ors LT L 


La LS < Lo d(2p, 4q, —o,s)=J,—S; 
S< 23, D(2p, 4g, —®,s)==5. 


Pour J,, cf. (41 bis). 


Calculons donc l’expression de S = 

' > © ae + 1 

Dent onda =e f et D dt, 

A wos ¢ 9. - 

où | ' 
w= l(2'+ 2pz2?— hqza), r 

avec | | | | 
t=w,—w=(x2—s)[—t4(s*+ ps—q) | 
— t2(3s*+ p)(x—s) — ihs(a —s)?— (x —s}]. 7 

; me : ‘ x 

Le développement de ® en fonction de ¢ se calcule par les formules 4 
générales (15), (16). Et, en se rappelant que q 
! e-ft"dt=n!  (nentier), 

: 0 \ ne 
on trouve - | 4 
(HI) RSS eur | 3s°+ p 3i (33+ pp)? a 
A(s?+- aie 16 psg} | psg | TE ; 

ses : |: 10 s(3s"+p) 9 (38+ pt] ‘t 

8(53 Sh eae gees sc ee te gh eee x . 

128(5+ps—q) S+ps—gq ais re <i 

15 (3 52 \ 2 8 4 ie 

at 13 (nt __ 78(38* + p) 7 (88+ p)- ue” 

S12(5°+ ps — | REP ne psg) 

nt A NP ELU ae 

= iis Mile mir nd eue oie Shao 90 WSC Ses alo ie aa 

os 

< * 

a 


aa -! 


3 
1 
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Plusieurs cas particuliers nous échappent encore; nos dévelop- 
pements cessent d’être valables lorsque s est voisin d’un col æ,. Il 
faudra alors faire l’intégration jusqu’au col +,, puis. de æ, ens, utiliser 
le développement de Taylor (42) qui se simplifie : 


. n D a Cc 8 . 
DEP Ag, Loy 9) Sel P it Age (S— 2.) + Sa Fel 14 (821 =P) 


(s—2,)*. 


> SA ET 32(3x2 +p)] 


Pour intégrer de — ~ à x, nous utiliserons les formules (39): 
1° Si le point s est auprès du col a, on a 
+ © 
PB(2p, 4q, =, m5) (12 +12 oui? ou J;)— es [ e-tP(x,t)dt. 


40 


Il faut, dans la parenthèse, choisir 


2 3 

+l si l'on a Rss 
ay, 
aq? 3 

i » eee 
2 3 

dE » LE a 

; 4 27 


La valeur de la dernière intégrale s’obtient immédiatement : 


+ 0 e 
(48) — eve f e~§ D(x, ¢) dt 
0 
e!| Pp x2—8q 29) 


es ee (3) + are 
2 j2V3a3 + p 2 (325 +p)? (1) 


Lo ce Se 
rente cer 


(1+6)35 E D LS ie DOCS |e(2)! 
ee eve ao TC NS D HAT CET. v ee 
64 (3 2 +p)? 4 324+ P (325+ p) 2 | 
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2° Si le point s est voisin du col x,, 


D(2p, 4q, — ©, æi) = Io — ef e-' O(a, ¢) dt, 
0 
cette dernière intégrale désignant l’expression (48) où l’on rempla- 


cera 2%, par æ. 
3° Si le point s est voisin de x,, 


@(2p, 4g, — ©, #2) =— em f et D(a, t) dt 
“0 


[expression (48)]. | 

Nous avons ainsi obtenu des développements valables pour tous les 
cas. Les développements cessent d'être pratiques lorsque p est petit. 
On devra alors employer les formules du cas A. 

Je terminerai en montrant comment se fait la liaison entre les 
résultats que nous venons de calculer pour les interférences auprès 
d’un foyer, et les résultats classiques sur les interférences auprès 
d’une caustique (intégrale d’Airy). 

Reportons-nous à la figure 2 (Introduction), nous constaterons faci- 


lement que la courbe 
&p#+27q =0 


est la caustique. Les franges au voisinage de la caustique ont donc une 
forme plus compliquée que celle qu'indique l'intégrale d’Airy, lorsqu'on 
les étudie auprès d’un foyer. | 

Un point de la caustique éloigné du foyer correspondra à p et g assez 
grands. Dans ce cas, les cols æ, d’une part, æ, et x, d'autre part, 
seront fort loin l’un de l’autre. Montrons que l'intégrale auprès des 
cols æ,, x, peut alors, en première approximation, se ramener à une 
intégrale d’Airy. 

On a, en effet, auprès de a, 


w= U(a-+ 2px*— qv) =— i[ 4.03 (@ + rs) —4k(x + x3)] 
+ (xs + 2px} — 4q'as), 


ce qui s'écrit, en posant & + x, = — yet utilisant les expressions de pg 
en fonction de x,, 


w=i(4a,y'—4ky) — ip’. 
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Oh , , à , 
L'intégrale s'écrit alors, pour le voisinage des cols x,, x2, 


+ 0 + 0 
fi erat = rs fs ef EXT ER Y) dy. 
— © 


— © 


Cette dernière intégrale est une intégrale d’Airy. Ce terme corres- 
pondra, comme on s’en rendra facilement compte, à l'effet produit par 
les points de l’onde lumineuse voisins du pied Q du rayon tangent à la 
branche de la caustique voisine du point étudié P. 

L'intégrale auprès du col x, correspond à l’éclairement dû aux 
points voisins de Q’, pied du rayon qui passe au point P étudié et est 
tangent à la deuxième branche de la caustique. 

Nous retrouvons donc ce résultat classique : l’éclairement en un 
point P est dû surtout aux points de l’onde voisins des pieds des rayons 


géométriques passant en’Pe 


Lorsque + + o est positif, le point P est dans l’ombre géométrique, 


4 
et n’est éclairé que par un rayon PQ’ tangent à la deuxième branche 


de la caustique ; c’est le cas I (§ VIIT) dans lequel l'intégrale auprès du 
col x, fournit le terme principal. 

Lorsque & oS 2 est négatif, le point P se trouve à l’intérieur de la 
caustique (cas ITI, § VIII); trois rayons lumineux se croisent en P, cor- 
respondant aux trois cols x,, æ,, æ. . 

Lorsque les cols sont assez éloignés l’un de l’autre, l'intégrale auprès 


du col se réduit au premier terme 


+ © 
ie Eh %(L—L 001)? adi 
— © 


c’est-à-dire à une intégrale de Fresnel, pour une ouverture illimitée, 


résultat évident a priort. 

Si un des bords, o par exemple ( fig. 2), de l'écran se trouve près 
du pied Q du rayon, la limite sde l’intégrale se trouve proche du col x, 
et l’on trouve, comme première approximation, 


: Ss 
if et&(L—2 01)? dx, 
— 


une intégrale de Fresnel, à traiter comme nous l’avons fait au para- 
graphe II. 
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Le problème des interférences derrière une lentille auprès de la 
caustique et auprès du foyer, se trouve donc en pratique complètement 
résolu au moyen des formules approchées que j'ai calculées dans ces 
derniers paragraphes. Les formules, comme je l'ai dit dans l’Intro- 
duction, se rapportent au cas où le diaphragme est une fente. Le cas, 
plus important dans la pratique, d’un diaphragme circulaire s’en 
déduit directement (voir fin de l'Introduction). Il suffit d'effectuer la 


_ différentiation par rapport à ¢ des formules déjà calculées. 


Dans ces formules interviennent : 
Soit ¢ directement; 
Soit, dans les formules de la série A, la quantité 


| 1 
v\3 
dont la différentiation par rapport à » est immédiate ; 


Soit, dans les formules de la série B, les racines x,, æ,, x, de. 


l'équation aux cols | 
z+ px—gq=0. 


La différentiation de ces quantités est aussi simple; 2, æ,, æ, se 
calculent au moyen des quantités |¢/. éq. (38)] 


- 1 
= q Ge 3 3 
et 
a(t OSE) ; 
2 4 27 


Le calcul des dérivées donne 


OM 10 ae ol 
wt mony O0 VE desc D 
(49) | | “VEE 
à | | Low ro 
APE 2 
OUT", 


* On en déduit de suite : 


dz  —W + de 
du 
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et 
=; 2h DS 
Oz, —wWe %+ he 3 
ov aa a? 3 : 
24 7. ae Es 
Fo 
ioe oie 
Ox, asa Wy (éd 3 + À, e 3 
Co 2 nel 
a4 9 32 Re 
es, 


On formera done trés facilement les développements relatifs au cas 
du diaphragme circulaire centré. 

Je n’ai pas besoin d’insister sur les applications pratiques de ces 
formules. Elles permettent d'étudier complètement la question du pou- 
voir séparateur d'instruments d’optique pour lesquels l’aberration de 
sphéricité existe. Lord Rayleigh avait déjà remarqué à ce sujet qu'il ne 
suffit pas de connaître les interférences seulement dans le plan focal 
des rayons centraux. Par suite des interférences, ce n’est pas dans ce 
plan que la tache lumineuse centrale est le plus resserrée, mais 
dans un plan intermédiaire entre le foyer des rayons centraux et celui 
des foyers marginaux. C’est sur ce plan qu’on met automatiquement 
au point lorsqu'on règle l'instrument. 

_ Dans certaines séries d'expériences sur la scintillation des étoiles, 
on observe essentiellement le déplacement des franges d’interférence 
auprès du foyer. Ayant mis l'étoile au point, on enfonce loculaire 
légèrement, de façon que l’image prenne l'aspect d’un cercle lumineux. 
Par suite des scintillations, ce cercle s’élargit ou se resserre. La varia- 
tion d'aspect de cette image donne quelques renseignements sur la 
- scintillation. Nos formules précises, permettant de calculer exactement 
la position des franges d’interférence auprès du foyer, permettront de 
tirer des renseignements précis de ces expériences. 

On pourra, dans la grande majorité des cas, simplifier beaucoup 
l'emploi de ces formules; très souvent il suffira de ne garder que le 
premier terme du développement, quelquefois deux ou trois termes. 
Ce ne serait que pour des expériences de très haute précision qu'on 
devrait utiliser les développements complets. 
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ÉQUATIONS ADMETTENT DES FORMES MULTIPLES DE LAGRANGE ; 


Par M. Er. DELASSUS. 


SS  ———— 


INTRODUCTION. 


1. L'importance des équations de Lagrange, au point de vue pra- 
tique de l'intégration, vient de la forme spéciale de ces équations et 
une idée assez naturelle est de chercher si les équations d’un même 
mouvement holonome ne pourraient pas se mettre de plusieurs façons 
distinctes sous cette forme; s’il en était ainsi, il pourrait arriver que 
des intégrales premières non visibles sur la forme primitive fussent 
mises en évidence par ces nouvelles formes ou que certaines intégrales 
ne présentant aucun caractère particulier vis-à-vis de la forme pri- 
mitive fussent des intégrales de nature très spéciale vis-à-vis d’une 
forme nouvelle et jouant un rôle prépondérant dans l'intégration. 

Le problème, posé sous cette forme générale, semble très difficile à 
résoudre, mais s’aborde assez facilement dans le cas de deux para- 
mètres et l’on arrive à ce résultat que sont seuls susceptibles de formes 
multiples de Lagrange les mouvements dont les équations sont, au 
moyen de paramètres convenables, réductibles à celles du mouvement 
d’un point dans un plan. 

Effectivement, le mouvement plan d’une molécule est susceptible de 

plusieurs formes et l'on aurait pu y être conduit par la remarque tres 
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simple que, en coordonnées cartésiennes obliques, les équations de 
Lagrange se forment avec la force vive 


aT=ax%+y7"%+a2'y'cosd 
et le travail virtuel 


6 =(X + Ycos6) da +(Xcosé+ Y)dx, 


mais que les équations élémentaires du mouvement, valables en coor- 
données obliques, sont 
Bae mae, N= ht 


v 


et peuvent être considérées comme les équations de Lagrange formées 


avec la force vive 
aT = rit y 
et le travail virtuel 
G—=X 0x + Yay. 

Nous avons donc deux formes de Lagrange, ne fournissant pas les 
mémes équations mais des équations équivalentes algébriquement. 

Cette simple remarque que l’on généraliserait pour l’espace indique, 
pour le mouvement ponctuel, la possibilité des formes multiples 
et l’on montre facilement qu’il en existe dépendant d’une forme 
quadratique homogène arbitraire à autant de variables qu'il y a de 
paramètres. | 

Le sujet qui nous occupe est donc très limité. Il conduit à des cas 
d'intégration par quadratures qui paraissent n’avoir pas été signalés, 
par exemple à des lois de forces centrales contenant, comme cas très — 
particuliers, les lois de MM. Darboux et Halphen. 

Parmi les cas d'intégration par quadratures auxquels on est amené 
_ par la considération des formes multiples figurent des cas présentant 
une assez grande généralité et se ramenant, par des réductions, à des 
cas très particuliers, les uns évidents, les autres signalés par divers 
auteurs (MM. Lecornu, Appell, etc.). Ces cas, qui paraissaient absolu- 
ment indépendants les uns des autres et qui avaient été vus en partant 
d’idées bien distinctes, relèvent donc, au fond, d’une méme idée. A ce 
point de vue, la considération des formes multiples sert à grouper bien 
des résultats épars en les englobant dans un résultat unique mais 
beaucoup plus général. 


D CN “UD 
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Généralités. 


2. Les équations du mouvement d’un système holonome défini 
par des paramètres indépendants et soumis à des forces ne dépendant 
que de la position se forment au moyen de deux expressions, la pre- 
mière est la force vive 2T et la seconde le travail virtuel & des forces 
données appliquées au système. 

Ces deux expressions permettront de construire des équations de 
Lagrange bien déterminées, elles constitueront une forme de Lagrange 
et, pour abréger, nous dirons que c’est la forme 


(aT SG); 


Une forme peut se modifier de bien des fagons sans que les équa- 
tions de Lagrange soient modifiées, en entendant par là que ce n’est 
pas seulement l’ensemble des équations, c’est-à-dire le système, qui 
reste équivalent à lui-même, mais que c’est chaque équation, prise 
isolément, qui reste équivalente à elle-même. 


1° On peut multiplier 2T et & par une même constante choisie arbi- 
trairement. 
2° On peut (c’est le principe d'équivalence des forces vives) ajouter 


: FES do. F 2 x a: 
à 2T la dérivée totale exacte ae d’une fonction arbitrairement choisie 9 


des paramètres et du temps. 
3° w étantune fonction arbitrairement choisie des paramètres et du 
temps, on peut ajouter 2w à 2T en ajoutant simultanément à & la 


variation virtuelle 
Oo) 
—— 0a) = — > 0q og: 


Lorsque 2T n’est pas homogène, on peut ainsi prendre des groupes 
de termes dans 2T, et les remplacer par des termes dans &; c’est cette 
transformation d’une portion de force vive en travail, c’est-à-dire en 
forces, qui constitue, en réalité, l'introduction des forces fictives dans 
la théorie du mouvement relatif. 

On peut de cette façon faire passer tout T, dans &. 

Réciproquement, si l’on trouve dans & un morceau qui soit une 
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variation virtuelle exacte, on pourra le supprimer en le remplaçant 
par des termes convenables de 2T. En particulier, s’il y a fonction 
de forces, c’est-à-dire si & est une variation virtuelle exacte, on 
pourra faire passer tout & dans 2T et arriver ainsi à une forme 


(27, 0) 


qui sera à fonction génératrice et que nous représenterons plus sim- 
lement par 
3 (2G). 


En résumé, toutes les formes 


2 dé a 
(2kT-+ 7 +20, Ke—d0), 


dans lesquelles K est une constante et 9, w deux fonctions arbitraires 
des g et de #, fournissent les mêmes équations de Lagrange. Nous 
dirons que toutes ces formes sont équivalentes. 


3. Considérons un système de Lagrange (2T, &). Nous savons que, 
généralement, les intégrales premières sont mises en évidence par 
les groupements de termes provenant de 2T et particulièrement par 


les portions 
d (or 
dt\0q' 


qui sont des dérivées exactes et permettent, par des combinaisons, de 
former d’autres groupements qui sont encore des dérivées exactes. 
Les modifications apportées à 2T et & et qui ont été indiquées pré- 
cédemment permettent de mettre parfois en évidence des intégrales 
non visibles sur la forme primitive. Il en est de même du changement 
de paramètres qui, effectué la plupart du temps sans règle directrice, 


peut faire apparaitre l'intégrale des forces vives, intégrale visible, pro- 


venant d’une intégrale quadratique dont l'existence pouvait même être 
insoupçonnée. Ces modifications constituent donc une ressource assez 


étendue quand la forme primitive ne met pas en évidence des inté- 
grales premières de nombre et de nature tels que l'intégration par qua- 


dratures en résulte. 
Ces modifications sont-elles les seules possibles? Y en aurait-il 


27 
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d’autres plus profondes susceptibles de mettre en évidence des inté- 
grales premières que les précédentes ne feraient pas apercevoir? 

Pour traiter la question, il faut donner à la notion d'équivalence 
sa forme la plus générale. Un système de Lagrange est un système 
du second ordre linéaire par rapport aux dérivées secondes; résolu, il 
est de la forme 

qï PCT en, Gn Wes nat) 
Ck eae a ad en ae moe à o ; 


12 


do Paha ry sey du din Gus t), 


les P étant quadratiques aux g’ mais ces formes quadratiques ne sont 
pas quelconques. 

Partons d’un système de Lagrange sous sa forme primitive (2T, &) 
où 2T est la force vive vraie. Résolvons-le par rapport aux q’, ce qui 
nous donnera les expressions (1). 

Soit alors 21’ une autre forme quadratique des g’, forme assujettie 
seulement à ce que son discriminant ne soit pas identiquement nul et, 
qui, par conséquent, peut avoir un signe variable. Nous dirons que le 
système de Lagrange (21’, 6’) où &’ est une expression analogue à €, 
est équivalent à (2T, &) si, résolu, il donne les expressions (1) des g” 
et cela, quels que soient les q’, les g et ¢. 

Pour la commodité du langage et ne pas faire de confusions, nous 
conserverons le nom de formes équivalentes pour des formes dérivant 
d’une même forme (2T, &) par les modifications indiquées au para- 
graphe 1, c’est-à-dire pour des formes donnant les mémes équations de 
Lagrange et nous désignerons par « formes homologues » des formes 
donnant des équations de Lagrange qui ne sont pas les mêmes mais 
fournissent les mêmes g” par leur résolution. 

Pour écrire qu’une forme (2T, &’) est homologue de la forme (2T, €) 
nous prenons les g” tirés de la première forme et nous écrivons qu'ils 
vérifient la seconde forme; il peut arriver que cette vérification se fasse 
avec une fonction 2T’ dont le discriminant est nul, c’est-à-dire avec 
une forme (21’, 6’) qui n’est pas une véritable forme de Lagrange en 
ce sens qu'elle ne détermine pas tous les g”. Nous dirons malgré cela 
que la forme ainsi obtenue est homologue de la forme primitive et il 
est indispensable de ne pas l’exclure car ses équations sont des con- 
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séquences des équations véritables du mouvement, de sorte que toute 
combinaison intégrable formée avec elles donnera une intégrale pre- 
mière véritable. 

En résumé : 

1° Une forme de Lagrange possède toujours une infinité de formes 
équivalentes. 

2° On conçoit qu’une forme de Lagrange puisse posséder des formes 
homologues : les unes complètes, c’est-à-dire déterminant tous les g” 
et pouvant remplacer la forme primitive; les autres incomplètes, ne 
déterminant pas tous les g”, ne pouvant pas remplacer la forme primi- 
tive, mais pouvant mettre en évidence des intégrales premières utiles 
à considérer. Dans les formes homologues, la force vive n’est plus une 
forme quadratique à signe forcément constant. 

3° Si, dans deux formes homologues, on fait le même changement 
de paramètres elles détermineront les mêmes valeurs des dérivées 
secondes des nouveaux paramètres, donc deux formes homologues 
restent homologues par un changement quelconque de paramètres. 


4. Le fait que l'existence des formes homologues est indépendante 
du choix des paramètres nous permet de simplifier un peu la recherche 
des systèmes de Lagrange possédant cette propriété en partant d’une 
forme aussi réduite que possible. 

Néanmoins, dès que l’on arrive au cas de trois paramètres, on se 
proheurte à des difficultés analytiques considérables en disproportion 
probable avec le résultat à atteindre. 

Nous nous restreindrons alors à la recherche des systèmes de 
Lagrange à deux paramètres admettant des formes homologues; nous 
trouverons des systèmes d’une nature très simple et nous considé- 
rerons les systèmes analogues à plus de deux paramètres, nous véri- 
fierons aisément qu'ils sont encore à formes homologues mais, bien 
que ce soit fort probable, nous ne pourrons pas affirmer qu'ils soient 


2 


les seuls à posséder cette propriété. 
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I. 


Les systèmes à deux paramètres et à formes homologues. 


5. Partons d’une forme de Lagrange formée avec une force vive 2T 
assujettie seulement à la condition que sa portion homogène et du 
second degré 

2T,—Axz?+92Czxz'y'+By"? 


ait un discriminant non nul. Nous pouvons toujours décomposer 2T, 
en deux facteurs linéaires distincts et, considérant ¢ comme une con- 
stante, déterminer, pour chacun d’eux, un facteur intégrant, ce qui 
permet d'écrire 2T, sous la forme 


_./d0 06\/dp a 
= (T = a) (2 maa x) 
0 et étant deux fonctions de x, y et ¢. Si alors on prend 0 et ¢ comme 


nouveaux paramètres on est ramené à la forme réduite 


2T—2Cz'y + 2Ax + 2B, y’, 
C= Nh OX + Vb dy. 


C’est de cette forme que nous allons partir. Elle donne les équations 
de Lagrange 


oc OA, aC 

(ear Wael zt) gl gle PEER 
Cy=—y oF y W+ bo … oT 
wag 1, 0G : OB, aC 
Cz =e Wt ~ OL 


dans lesquelles nous représentons par W la quantité 


As Bs, 


Oy dx 
Considérons alors un système de Lagrange 


aT =Xa2"+ 0727 + Yy+aX;iz +2Y,7'+ hi, 
G— X dx + Joy | 
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. , ree 4 VY ware 
et écrivons que les valeurs trouvées précédemment pour 2” et y’ ver! 
fient les équations de ce système. En annulant les coefficients des deux 


polynomes du second degré en «’ et y’ ainsi obtenus, nous aurons 


douze équations parmi lesquelles il y en aura neuf ne contenant que 
les inconnues X, Y, X. Ce sont 


ox ac Nae coh 79€ 


Ce XG CT =O. Pe oP 
ox oY oc OZ © oc 
— D — = —) C— =2—; 

C Fe 0, cee 4. dy. ay" 
ox ac OY 2.06 ON", ac 


Le troisiéme groupe montre que l’on a 


L=KC, 
K étant une constante. 
Le premier groupe admet la solution 


=o 


et n’en admet pas d’autres si C et W ne satisfont pas à certaines con- 
ditions d’intégrabilité. 
De même le second groupe admet la solution 


M0 


et n’en admet pas d’autre en général. 
Nous trouvons ensuite les équations 


C (Se zt xn) — IW, 
OD. 7 OB) (a, aM 
FE ae) +2(4—)], 


2 Ox 


qui, en introduisant l'hypothèse 


X=Y=o0, Z=KC, 


a demand. Dr. 
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deviennent 
D = =KW, 
go 2 1 nfa 2h) 
J — RS +K (1 +) 


La première montre immédiatement que l’on doit avoir 


: 00 
X, = KA, + pa 


; 00 
Y,= KB, + oy’ 


0 étant une fonction arbitraire de x, y, t. Se donnant ensuite arbitrai- 
rement Z,, X et 3 seront complètement déterminés. On a ainsi la 
solution 


2T’=2KCa2'y'+ 2 (Ka, +S) a4 2 (KB, + =) Y'+ Zi, 


RUE Pee ee OLN ; 029 A 
qui, en posant 
. 17 00 
pre aL. 


peut s’écrire 


et l’on reconnaît là l'expression générale des formes équivalentes à la 
forme proposée. Dans notre hypothèse, le système n’admet donc que 
les formes équivalentes à sa forme primitive, il n’admet pas de formes 
homologues. 


6. Pour avoir des formes homologues, il faut que les trois équations 
en X admettent une solution autre que 


X —0o 
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ou que les trois équations en Y admettent une solution autre que 
Y=0; 


2 : 3 “ . ; pee > a tig 
Or, si l’on forme les équations d’intégrabilité, on trouve qu’elles sont 
les mêmes pour ces deux systèmes 


dlogC Q oo = es Q) (ues à) Re 


ddr leon dy\ oe © 


La premiere montre que C est de la forme 
C=f(z, t)o(7, ¢) 


de sorte que, sil’on prend comme nouveaux paramétres 
[rend fetr nay, 


nous serons ramenés au cas de 
C=1. 


Avec ces paramètres, les deux autres conditions d’intégrabilité 

deviendront 
: as ree 
He Cyst 
donc exigent que W soit une fonction de ¢ seulement. Si l’on fait un 
changement | 
a I 
De AU, a 

À étant une fonction de ¢ seulement, la forme de 2T se conservera; on 
sera encore dans le cas de C =1 mais W deviendra 


2 dh 


W'—— ere + W(t). 
Si done on prend 
à PE We) dt 
on aura É 
W'='0 


es a 
RSR. nn. SAC 
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valence. En faisant passer le terme T, dans le travail virtuel, nous 
arrivons au résultat suivant : 


Les seuls systèmes de Lagrange admettant des formes homologues 


sont ceux qui, par un choix convenable de paramètres, sont réductibles à 
la forme 
EL E 2e 
G= A dx + Vb dy 


ou, ce qui revient au même, à la forme 


aT #7 pe, 
6=Xodx+ Yoy 


qui caractérise le mouvement d’un point matériel dans un plan fixe. 


7. Le résultat précédent provoque un certain nombre de remarques : 


1° La condition d’existence des formes homologues ne dépend pas 
des coefficients du travail virtuel &, elle ne dépend que des coefficients 
de 2T, c'est-à-dire de la définition du système matériel dont on étudie 
le mouvement. On est ainsi amené à appeler système ponctuel tout 
système matériel dont la force vive, modifiée au besoin par équiva- 
lence, peut être identifiée avec celle d’un point matériel mobile dans 
un plan et à dire : 


Pour que les équations de Lagrange du mouvement d’un système mate- 
riel holonome possèdent des formes homologues, 1l faut et il suffit que ce 
système matériel soit un système ponctuel. 


2° Considérons un tel système de Lagrange sous sa forme réduite 


2T — 2” + y, 
G6=Xozr-+ Y oy 
et soit 
F(a, y) 


une forme quadratique homologue arbitrairement choisie. Considérons 
la forme 
Od UA al WE ae a 
6'=—Xdr+ Joy; 
Ann. Ec, Norm., (3), XXXII. — Mars 1916. | IT 
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elle donnera lieu, puisque F est à coefficients constants, aux deux 
équations de Lagrange 


1 OF 2 
S'oe 
1 OF 2 
1e ae 


s , # uw 
et, en écrivant qu’elles sont vérifiées par les valeurs X et Y de x” et y 
fournies par le système primitif, on a 


RCE 
Me) 
~ pee ee) 
Jig oun 


done la forme 
al = 2p ys, 
E— X dx + Voy 


admet toutes les formes homologues 


ali Pe ye 
RC PEL 
FRS er” 
F étant une forme quadratique homogène arbitraire à coefficients 
constants. Ainsi, ou bien le système ne possède aucune forme homo- 
logue, ou bien il en possède et alors elles dépendent de trois cons- 
tantes arbitraires homogènes qui se réduisent à deux non homogènes 
puisque, par ne on peut multiplier la JT par une cons- 
tante abitrairement choisie. 
3° Pour une quelconque de ces formes homologues, la combmauss 
des forces vives s’écrit 
oF oF ef 
3(# gg +7 Gyr) Ce +7 


ou, puisque F est quadratique homogène, 


Re ae , OF eal 


CDR IT | TS 
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ou enfin, puisque F est à coefficients constants, 


1 dF 
mans oh 


XL + Jy ¥') 

et ne peut être une dérivée exacte que si x, et 3, sont les deux déri- 
vées partielles d’une fonction de x et y indépendante de ¢. L'intégrale 
des forces vives ne peut donc exister pour une quelconque des formes 
homologues que si elle est à fonction de forces, fonction indépen- 
dante du temps, c’est-à-dire si la forme est à fonction génératrice indé- 
pendante du temps. 


8. L'importance de l'intégrale des forces vives au point de vue de 
lintégration par quadratures nous conduit à chercher les formes homo- 
logues à fonction génératrice. On aura une telle forme s’il existe une 
fonction quadratique F telle que 

OF T0 
2 0X’ 2 0Y 
soient les dérivées partielles d’une même fonction de x et y, c’est- 
a-dire s’il existe trois constantes K, K,, K,, telles que l’on ait identi- 
quement 
Fy (KX + KY) = © (KX -+K,Y) 


ou 


5 ? 


0x APDROX) 24. OY 
‘dy TNT CT DRE: 


ce qui revient à dire que les trois fonctions 


Lx ee) ae. 


doivent être liées par une relation linéaire homogène et à coefficients 
constants. 

Nous obtenons ainsi, pour les systèmes ponctuels et, en particulier, 
pour le point matériel, la généralisation de la notion de fonction de 
force. Nous dirons qu’il y a fonction de force si le système possède 
une forme homologue ayant une fonction de force au sens ordinaire. 

Il est utile toutefois de remarquer que, dans ce sens général, il peut 
exister une infinité de fonctions de forces. 
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Dans tout ce qui va suivre, nous nous bornerons au cas ou la forme 
initiale réduite ne contient pas explicitement le temps. Celui-ci ne 
figure alors dans aucune des formes homologues, telles qu’on les 
obtient et l'existence d’une fonction de forces entraîne l’existence de 


l'intégrale des forces vives. 


9. Une forme homologue est caractérisée par une forme quadratique 


homogène 
Fix. v5: 


Si les formes homologues 
F;, F;, F;, 


sont à fonction génératrice, il en est de même de toutes les formes de 


la série linéaire 
F=),F,+A,F,+4;F3+. eee 


S’il y a trois formes distinctes F,, F,, F, à fonction G, la forme F est 
une forme arbitraire, donc toutes les formes homologues sont à fonc- 
tion génératrice. 

S'il y a deux formes linéairement distinctes F, et F,, on aura les 
formes a fonctions G de la série linéaire 


eu F—2F(X, Y) +A.F,(X, 1) 


qui peut s’interpréter comme représentant un couple variable formé 
par deux rayons homologues d’un faisceau involutif à moins que F, 
et F, n’aient un facteur linéaire commun auquel cas le couple variable F 
est formé d’un rayon fixe et d’un rayon variable. : | 

Enfin, il peut n’y avoir qu’une seule forme F à fonction G. 


Comment reconnaître ces différents cas sans employer le procédé 


d'identification consistant à former, dans chaque exemple, la quantité 
co dX. /dY OX\ NL 0Y Pebed +! 


à écrire qu’elle est identiquement nulle et à voir quelle est l'indéter- — 
mination qui en résulte pour les trois constantes K,, K, K, de la 


forme F? ; ; Las 


ir 


Pre 
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Or 


Premier cas. — Toutes formes homologues sont à fonction G. 
L’équation en ©, Ÿ, © doit être vérifiée quels que soient K, K,, K; 
done on doit avoir 
: meer 


Les deux premières équations montrent que l’on doit avoir 
HER AN 9) 
Lei oy), 


ces deux dérivées doivent donc être égales à une constante p et l’on. 
est ainsi conduit à la loi de force 


et la troisième 


X=pz+a, Y=py+6 
que, par une translation des axes, on raméne a la forme simple 
KS py oy, 


On est donc dans le cas de la force centrale proportionnelle à la dis- 
tance. ; | 


Deuxième cas. — Il y a une série linéoire de formes homologues à 
fonction G. 2 

Puisqu’il y a alors deux formes distinctes F, et F, donnant des fonc- 
tions génératrices, on a, entre ©, Ÿ, @, deux relations distinctes 
linéaires homogènes et à coefficients constants de sorte que l’on a 


a, B, y étant trois constantes non toutes nulles. Les formes F à fonc- 
tions G seront celles de la série linéaire dont les coefficients Ho: K,, K 


satisferont à l’égalité 
Bn NES, 


qui permet de les exprimer linéairement au moyen de deux arbi- 


traires A,, Ag. ek : : 
En général on est dans le ¢ cas de involution. On oo les 


Poe oa en LUE m tel que 
Pet _mX) 
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appartienne à la série considérée; on obtient ainsi 
ma—my+B=o. 
Ces rayons seront réels ou imaginaires suivant le signe de la quantité 
P— has. 
Pour que le couple F ait un rayon fixe, il faut que l'équation 


F(X, Y)=K,X?+ 2KXY+K,Y?=0 


soit vérifiée par les valeurs fixes X, et Y, ce qui donne entre K,, K, 


et K une relation qui doit être identique à celle de définition de la 
série; on doit donc avoir 


ease set 
Xi SRY VE : 
et, par consequent, 
y? — hab = 0. 


Cherchons maintenant la loi de force. 
Mettons en évidence les deux racines m et m’ de l'équation 


ma—my+B=0, 


c'est-à-dire les coefficients angulaires des rayons doubles. Les deux 


égalités | | 
m'a—my+f$—=o, 
m!? «—m'y+B=0 


peuvent servir à définir les trois constantes « et 6 de sorte que ©, ©, ® 
doivent vérifier 

. m? O — m ® +V—0, 

miO—m@+V—=o 


\ 


qui peuvent s’écrire 


> ox ox oY oY 
dE (= + os =) — (55 + m x) = 0, 


ey eae CEE ! ns 
m ( j + m =) @ ae >) = Be 


~ 


Effectuons alors un changement d’axes de coordonnées en prenant 
pour nouveaux axes, qui ne sont pas rectangulaires, les deux droites 


gg Doth 0 


à 
PD oe ee 


cere, 


=~ 
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doubles 


y—mx=o, Yÿ—m'æ—o. 
Les nouveaux paramètres x,, y,, coordonnées obliques par rapport 
à Ces axes, seront 
T=c(y—max), yi o(y —mx) 
et les nouvelles composantes de la force 
X,=0(Y—mxX), Y,=a(Y—m'X), 


o étant un facteur constant dont la valeur est 


Vi+m 1+ m? 
m— m' 


Un calcul sans difficulté montre alors que les deux conditions trouvées 
pour la force peuvent s’écrire 


CLONE oe 


Ce ee 


ce qui peut s’'interpréter en disant qu’il existe deux axes obliques 
tels que les composantes de la force suivant ces axes puissent étre 
considérées comme des attractions obliques et fonctions de la distance 
seulement par ces axes. 

Ce qui précède suppose implicitement que les deux droites doubles 
sont réelles. Supposons qu'il n’en soit pas ainsi; l'involution sera alors 
celles des diamètres conjugués d’une ellipse 


Bat yay + ay*=o 


que l’on pourra supposer, par un changement rectangulaire, rapportée 
à ses axes, ce qui donnera 


v= 0, ap ov 


Cette ellipse aura deux diamètres conjugués égaux dont les deux 
coefficients angulaires seront m et — m donnés par 


am? — = o. 


Les deux relations entre ©, ©, w seront alors, avec les axes rectangu- 
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laires choisis, 
-@=o, . mÜ—ŸV—=0o 


ou 
VE OX oY 
t 0x oy’ 
- px Ove 
dy TT 


et, si l’on rapporte le point et la force aux deux axes obliques formés 
par les deux diamètres conjugués égaux, on voit que les deux condi- <i 
tions précédentes deviennent | 


OX to) | ‘ald 

02 OY,” . 

OX, __ oY, | 

> Oy; Fe; Ox, L 

et expriment que la quantité imaginaire : 


_Z=Xi+iY: | 


an 


Re 


est une fonction DEN CR DES de la variable imaginaire 


; s=atiyy 


Supposons, en dernier lieu, que le couple F ait une droite fixe. Nous 
ferons un changement rectangulaire de facon que cet PHARES rayon 
PUS soit l’axe en On aura alors 


ee a 2 ~ 


a = 0, Y=0, | x 
done sa 
Os 0, We a5 
ou a ees 
; PR SOL EE! a 
27 ele) Bite masa lie re Te 4 
et, par conséquent, la loi de force à 
Y=yF(x) + (x) 2 
: A ; + : é 4 
qui ne parait pas susceptible d'interprétation géométrique simple. ae 
, 71 
SUR ae x = LEE 
_ Troisième cas. — I n’y a qu'une seule forme homologue à fonction 4 
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de force. On a alors une seule relation différentielle entre les deux 
composantes de la force, et la loi de force est d’une nature trop générale 
pour en donner une interprétation simple. 


10. Le cas de l’attraction proportionnelle à la distance donne lieu a 
une remarque qu'il est bon de signaler en passant. Le problème est 
tellement simple et facile à intégrer que c'est par l'intégration que l’on 
obtient généralement la trajectoire correspondant à des conditions 
initiales déterminées. Cette trajectoire peut s’obtenir sans intégration 
parce que l’on connait trois intégrales distinctes 


= pa+ a, 
yt=py*?+ 8, 
ay'—yx'=>d 
dont les deux premiéres sont les intégrales de force vive fournies par 
la décomposition et la troisième l’intégrale des aires. L’élimination 
de x’, y’ donne la trajectoire sous la forme irrationnelle 


aVoy*+B—yyVpx+ a=). 
La forme homologue 
aG=22'y'’+2pry 
donne une intégrale de force vive 
aly’ == pay + 
qui est connue (') puisque l’on est dans le cas où 


oY _ 2x 
Oy Ox’ 
mais que l'on n’utilise pas. Cependant l’élimination de x’, y’ entre les 
trois intégrales de force vive donne immédiatement 


(pa? + a) (py?+B) = (pry + 7)? 
ou 
p(Ba*—ayay+ay?)=y— ap, 
ne a a a  —— 
(1) Appetit, Mécanique rationnelle, 3° édition, t. 1, Exercice 14, p. 376. 
Ann. Éc. Norm., (3), XXXII. — Mars 1916. 12 
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c'est-à-dire, sans aucun calcul, la trajectoire sous sa forme définitive. 


11. Le cas où ©, ©, © sont proportionnelles à des constantes donne 
des systèmes qui, a priori, sont intégrables par quadratures. Si l’on 
fait l'intégration en partant de la forme primitive, les formes homo- 
logues à fonction de force en font connaître deux intégrales quadra- 
tiques distinctes qui ne mettent pas en évidence une intégration par 
quadratures. Cette intégration devient au contraire évidente si l’on 
part de l’une des formes à fonction G, parce qu’alors on a deux 
intégrales, dont l’une est l'intégrale des forces vives du système à 
intégrer : c’est le cas bien connu fourni par la méthode de Jacobi pour 
les systèmes à deux paramètres. 

Au point de vue pratique, le calcul est bien plus facile. Si l’on a une 
involution véritable à rayons doubles réels on est ramené, avec des 
axes obliques convenables, à 


ox: di _ 


— = 0 
Ox, 


et, siles rayons doubles sont imaginaires, à X,, Y,, fonctions harmo- 
niques conjuguées. En prenant les équations élémentaires du mouve- 
ment, on est donc ramené aux équations 


qui s'integrent comme si les axes étaient rectangulaires et qui sont 
dans le cas de la séparation des paramètres et s’intègrent par deux 
intégrales de force vive ou sont dans le cas des fonctions harmoniques 
conjuguées et s’intègrent par une seule intégrale de force vive relative 
à une fonction analytique d’une variable imaginaire ('). à 
Il est à remarquer que les deux équations précédentes du mouve- 
ment aux coordonnées obliques ne sont pas les équations de Lagrange 
obtenues directement. La forme directe de Lagrange est, en appelant 0 


(1) LecorNu, Journal de L'École Polytechnique, LY® cahier. 
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l’angle des axes, 
aT Sa} 2x, y,c0o80 + y, 
6 = (X,+ Yi cos0) dr, + (X, cos 9 + Va) Oye 
de sorte que, si l’on pose 


wrt F(X, Y) = X?2+ 2 XY cos 0 + Y?, 
elle s’écrit 


2T—=F(x;, 74), 
gas!) pi 2 
Sean Oke RUE) OA 


et est une forme homologue de 
27 — x} + y, 
C= X: 02, + Yi; Oy. 


Cette forme, qui convient quels que soient les axes, est donc la forme 
directe si les axes sont rectangulaires et une forme homologue de la 
forme directe quand les axes sont obliques. 

Considérons le cas ot le couple F des formes a fonctions G a un 
rayon fixe; on est ramené, en axes rectangulaires, a 


aX _ Dre 

MENT EU 
la première condition montre que x est déterminé isolément par une 
intégrale de force vive et la seconde condition montre l'existence d’une 
intégrale bien connue et qui en réalité est l’intégrale des forces vives 
de la forme homologue à fonction G qui est déterminée par la forme 


uadratique 
4 q F(X, Y) =2XY. 


Posant 
X=f(2), 
Y=yf'(x) + 9(2), 
on aura les deux intégrales de force vive 
gts af £2) dx +a—=f;(x)+ a, 


gs ait AC, + [ 9(w)de + B= *y f(x) + ex) + 6: 
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la première donne æ par quadrature et la seconde peut s'écrire en vertu 


de la première 3 
a y'— x" y = pe) + B, 


de sorte qu’en posant 


ae Fin 
Y—=T By 


elle devient 
as o(æ) A B 


A ou 

_ p(z)+B _ pile) +8 
| CORTE 
et donne z par une quadrature. 
4 « 


On est donc ramené en définitive à des cas élémentaires et connus 
d'intégration par quadratures, mais la condition que ©, ©, ® soient 
proportionnelles à des constantes n’en reste pas moins intéressante 
comme faisant connaître une catégorie très générale de systèmes 
réductibles à ces systèmes particuliers. 


12. Comme premier exemple, prenons la loi de force en coordonnées 


rectangulaires 
; X=ax+(a—2)y", Y=2axy+2ay. 
- | On a 
. Oke 
ess ay. =2(a—2)y, 
oY 
Ÿ = — ST 2ay, 
_ oY _ ox 
They [00e Y 


Ces trois fonctions sont proportionnelles aux trois constantes 


X—aA—), B——a, =934 
xf . et l’on a 
y?— 4aB = 8a(a—1). 


Premier cas. — a n’est pas compris entre o et 1. On est dans le cas 
de l’involution à rayons doubles réels et leurs RENE angulaires À ~ 
et u. sont les deux racines de 


(a—2)m?— 2am — a — 0. 
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Ce sont ces deux droites que nous allons prendre comme axes obliques. 
Nous savons que si nous prenons æ* et y”, ce seront des fonctions 
respectivement de a, et y,, donc le fait continuera à exister si nous 
prenons pour nouveaux paramètres des quantités proportionnelles 


E=y—ha, n=y—pe. 
On a effectivement 


"= y" — Aa" = Y — AX =—)haw+ 2ary —[)(a— 2) — 2a] y*, 


ce qui, en vertu de l’équation vérifiée par A, peut s’écrire 


ou 


a 
n! a n?, 
>) a u 
c’est-à-dire 


2a 

6/2 — 35 £54 const., 
2a 

1n?=— 3a n° + const. 


Deuxième cas. — a est compris entre o et 1. On est dans le cas des 
rayons doubles imaginaires. Soient A et x les coefficients angulaires 
des deux diamètres conjugués égaux que nous devons prendre comme 
axes obliques. L'ensemble des bissectrices de ce système de deux droites 


sera 
(y—Avy _ (y—pery 
rth? ~— 1+ p? 
ou 
y? (e+ A) — aay (Ap —1) — 2? (p+ À) =o. 


Ce couple devra être le couple des axes de l’involution; comme c’est 
un couple rectangulaire, il suffit d’écrire qu’il appartient à l'involution. 
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Le couple A, wu. dont l'équation est 
yi—ay (A+ p) + Apavt=o 
en fait partie aussi, de sorte qu’on doit avoir les deux conditions 


+ (p+ A) (a—2)+(Ap—1)2a+(p+A)a =o, 
Ap(a—2)—(A+p)a—a=o 


Ê donnant 
as eee Ae 
4 PT DSS Sh Saeed 
ri 24 — à 
sims CE 
de sorte que À et » sont les racines de . 
(2a?—3a+2)m +2am+2a—a—o. 
Il faudra prendre £, n proportionnels, avec le même facteur de 
proportionnalité, aux coordonnées obliques. II suffit, pour cela de 
prendre les distances 
a em a 
vite vi+ pt | 
On formera alors 
+ in” © (Y —AX) + : Y—pX 
: rc) ARTE ae 
et l’on vérifiera qu’en vertu des relations que vérifient À et u le second — 
membre est de la forme vs Pi 
| ery 1 i im = 
i eee =) ales Gree gcse me | 
ees Vi+ pt Va + 2 /1+ pe ’ ; 
ou ; 
| K[E+ im). 4 
On est donc ramené à l’équation | + cars : 
à Z'=KZ | 
et à l'intégrale des forces vives , 
] x 
| High ne h, 
3 
où K est une constants réelle, tandis que 2 est une hanies + dés 2 


naire, 
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Troisième cas. — a est nul ou égal à r. Prenons ce dernier cas. 
Les fonctions F donnant les formes à fonction G sont données ici 
par 
RCE =. 


Ce sont donc les formes 


F(X, Y)=KiX + (K,+ K,)XY-+ K, Y? 


= (KiX + KyY)(X + Y), 
le rayon fixe est 
X + Y=0, 


de sorte que nous serons amenés à prendre 


EÉ=x+y, n=T—Y, 
d’où | 
E=X+Y=2+oxy+ y'=(x+y)}=6#, 
D=X—Y x 2œy —3 y= 2 (2? —y)— (x + y) = 2Ën—E?. 


On a l'intégrale des forces vives 
ane 25 > 
et r# 


et la forme homologue 


oT = 26x! 
C= Fon + (ain) = 3 (an — À) 


donnant l’intégrale de force vive 
. 


En! — En — iy Eh. 


qui, en remplaçant £? par &” et posant 


Hae Ss, 
donne 
| Sep hee | 
Pee ass - LS 
2 
gah 


13. Comme second exemple, considérons une force de direction 
fixe. Avec des axes rectangulaires convenables on aura 


M05 


Acoma M 
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donc toujours la relation linéaire 


OO: 
On aura ensuite i me 
ete + 
V —=— et P= Oy ) 


de sorte que, pour être dans le cas d'intégration où ©, Ÿ, w sont propor- 
tionnelles à des constantes, il suffira que Y satisfasse à une équation 


de la forme 
oY 


1 = 
homo 


== 05 


A et u. étant deux constantes. On en déduit 
Y=F(Ar+py +), 


y étant une autre constante. 
Les fonctions ©, Ÿ, ® sont alors proportionnelles aux trois cons- 


_tantes 


: 10) CR y— 
donnant 


: y?— 4aB = p?. | 
Si & est nul, Y est une fonction de x et l’on a les deux intégrales de 
force vive 


eth, a'y'= [Vds + 


qui donnent immédiatement l’intégration. 

Si x n’est pas nul, on a une involution dont les rayons doubles sont 
réels 
ÉD, ÀAt+Uy—=0; 
on aura 

æ'= 0, 


n'—=Àx"+ pons BY =p#{(n), 


donc x et n seront donnés séparément par des intégrales de force vive. 
La loi de force de direction fixe que nous venons de considérer contient, 
comme cas particulier, la loi de MM. Darboux et Halphen. 


14. Le cas où il n’y a qu’une seule forme homologue à fonction 
génératrice, c'est-à-dire où ©, Ÿ, w sont liées par une seule relation 
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linéaire homogène à coefficients constants est intéressant en lui-même 
car il met en évidence une intégrale de force vive qui, pour la forme 
primitive, était une intégrale quadratique généralement peu visible. 

Mais comme cette intégrale ne suffit pas à fournir l’intégration par 
quadratures, ce cas ne présente pas d'intérêt en lui-même à ce point 
de vue, à moins de le combiner, si c’est possible, avec un autre cas 
fournissant, lui aussi, une intégrale première. 

On pourrait toutefois se demander si la forme à fonction génératrice 
et intégrale des forces vives ne pourrait pas, par un changement de 
paramètres indépendant du temps, de façon à conserver l'intégrale des 
forces vives, se transformer en une forme décomposable, ce qui con- 
duirait, en réalité, à deux intégrales de forces vives. Si une telle 
forme décomposable existait, elle s’écrirait 


2G = f(u)u?+o(v)r?+2F(u)+2d(r) 
et se mettrait immédiatement sous la forme réduite 


2G=2?+ y +2F(x)+20(y) 
donnant 
== 6; == 0 


qui sont deux relations distinctes entre ©, ©, @, relations linéaires 
homogènes à coefficients constants. Ce fait ne peut donc pas se 
présenter dans le cas actuel. 


15. L'étude des formes homologues à fonction G met en évidence 
des intégrales quadriques. Existe-t-il des formes homologues mettant 
en évidence des intégrales linéaires ? 

Pratiquement, il ne peut en être ainsi, pour une forme initiale indé- 
pendante du temps, que s’il existe une forme homologue telle qu'en y 
faisant un changement convenable de paramètres indépendant du 
temps, il y ait une des équations qui soit une dérivée exacte d’une 
fonction également indépendante du temps. Avec ces paramètres u, ¢ 
on devra donc avoir | 

F5) — Ê — X = To Levi po), 
Ann, FER (3), XXXII, — Avrm 1916. 13 
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Nous remarquerons d’abord que la forme réduite initiale étant à 
force vive homogène et indépendante du temps, il en est de mème de 
la force vive en u, ¢ d’après la nature du changement de paramètres ; 
donc 

OT 


du! 


est indépendant du temps, de sorte que 


SA al 


doit être dérivée exacte d’une fonction de w et ¢ indépendante de £, ce 
= 
Ou 
nulle et qu’il en soit de même de x. 

Nous devons done chercher les changements indépendants du 
temps et qui satisfont aux deux conditions suivantes : 


. . . dl A / / ; 
qui exige que — qui est homogène et du second degré en w et # soit 


1° Ils transforment la force vive en une autre force vive dont les 
coefficients ne dépendent que de 9; 

2° Ils transforment le travail virtuel en une expression de même 
forme mais où le coefficient de du est nul. | 


16. La force vive dont nous partons peut toujours, par un premier 
changement de paramètres indépendant du temps, être supposée 


ramenée à la forme 
a ECS 


et c'est à partir de ces paramètres que nous allons faire le changement 
de facon à arriver à 


2 = f(v)u?+ p(v)v'8+ 2 p(v)u'v 
= (aul+ Bo!) (a,u'-+ fr), 


a, 8, a, 8, étant des fonctions de ¢ seulement. L'identification nous 
donne immédiatement 

a' = e¥(au'+ Be’), 

y' = eau! + B,0'), 


y étant une fonction convenable de u et ». En écrivant que les deux 


PE DS 
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seconds membres sont des dérivées exactes, nous avons 


Ja On Op. 
Pie lage a, 
Ox, Op Op. 
Peo geo Br du’ 
d’où résulte 
Op. : 
du = F (s bo 
. = @(¢) 
hens 0? 
et, en écrivant les deux valeurs de ——, 
du dv 
F'(°) =0, 


0 , Ta 
done = est une constante A et l’on peut écrire 
p-=hu-+ log6(¢). 
Les deux équations d’intégrabilité de +’ et y’ peuvent alors s’écrire 


d 
ae (a8) = AB, 


d (a, __ A, 
ASE aaa 
ce qui donne 
a'=e@ [abu'+ Br] =e eZee COPIE 


ye E u' + | = ee | 


= 

| 
| = 
SR 
LN 
ol8 
D 

NA 
ET 


c’est-à-dire en intégrant 


177 
Ê= yond, 


By re Ode 
5 al re der à 
on arrive ainsi à un changement de la forme générale 


z= et f( ), 
Ve pr). 


17. Considérons l’expression & 


er 
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Le changement précédent la transforme en 


| 0 
y a (5 du + = de) +, (sxe du + cn av), 


ie 
* 


L 


x, et 7, étant les fonctions x et y exprimées au moyen de wet 9. Pour 
que le coefficient de du soit nul il faut que A1 


de > TO 
5 oo as, WE tee 


rs 


A NT PP RS 


Or 
Ox _ oy a. 
M du a À 7; 


FT y 


de sorte qu’en revenant aux variables æ et y, la condition étudiée 
s'écrit 
XX — Ÿ y — 0. 


‘ 


18. Considérons la forme primitive réduite 


OW Wei by 
G=Xdr+ Joys ; E 
elle donne 7 
me Lee 
donc les formes homologues qu’on peut écrire comme il suit ê 


Le 


2T—2(a2 +6y)(œx+ By y’), ae 
6 = À dx + VW dy, ' « 


. " 


-avec 
Mo = a(aT+fBiX)+a(axÿ+BX), L 


=f (mF + BiX) + Bi(aT + BX). 
Effectuons le changement 
ax +By =&, 
2 e+ Bi y =n. : 


La forme homologue sera mise sous la forme réduite 


Terre 
c= a(S ate w (Fe + Sn) 
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Pour que cette forme homologue soit susceptible, avec des para- 
mètres convenables, de donner une intégrale linéaire immédiate, il 
faut avoir 

NE — Fin — 0, 


Ox Oy Ox 7 
Ws — Tes ho) = 
(a NE aE (a + ji Ra 


c’est-à-dire 


ou encore, en remplaçant cb et vb par leurs valeurs, 


(28.4 iB) Se + 266,52 |e—[(a6,+0,8) 52 + 286, 2 |u| 
+3} | aaa Se ai 216) 22 | 2 — [aaa $2 + (08,-+ 018) À | 


— 0. 


Si nous différentions par rapport à & la première formule de transfor- 
mation nous avons |’égalité 


an Se + 8% — 0, 

_de laquelle on déduit immédiatement 

(48, + 24 8) + 298, LE = (ai — 08) Se 
aaa, + (261+ ai) =— (ab; — 218) 2 


de même en différentiant la première formule de transformation par 
rapport ay, ona 


d’où l’on déduit 
0 

(ab: + 2,6) cu 266, 2 = (di — as) 
0 

aaa, 52 + (ab: + a8) = (a6; — 245) a 


Si l’on supprime le facteur 


COTE 


qui n’est pas nul si la forme homologue considérée est complète, la 
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condition s’éerit done 
On, 0x oy oy 1 
QU En) Vale 
N(RE+ 51) (Et on DO 


ou simplement 
XXE — Ty = 0. 


Cette condition est indépendante de la forme homologue considérée. 
Elle montre que, s’il existe une forme homologue complete possédant 
la propriété étudiée, toutes les formes, et en particulier la forme primi- 
tive, la possèdent, de sorte qu’au point de vue où nous nous bee les 
formes homologues n’ont aucune importance. 
La sedan trouvée est relative à la forme PAS 


aT = SAT 
&—X 0x +3 dy, 
et il est facile d'en déduire la condition relative à la forme réduite 
Tt See 
il suffit, en effet, de l’écrire pour une quelconque des formes homo- 
logues et en particulier pour la forme 
ase 
G6 = Yor + X dy 
qui donne alors la condition + 


Yz—Xy—=o 


exprimant de l’on a affaire à une force centrale. 


49, ae le cas intéressant ou iy systéme admet une forme 
homologue à fonction G et possède en même temps la propriété rela- 
tive aux intégrales linéaires immédiates ; on a alors 


a ee 
donc 


x. poli  itrie  Éi) LEE LES 
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et la relation à coefficients constants entre ©, ©, © donne 


Ep 9K, (Ok aR) _ 
oy Y Ox 7(9 oy aon) = 


a, 8, y étant trois constantes. On a ainsi l’équation linéaire 


(20+ Ne + By) SE =o, 
qui, en posant 
Oe, ¥) or + 2yry + by", 
peut s’écrire 
D(F,@) __ is 
Day) 


et montre que F est une fonction de w. On est ainsi amené à la loi de 
force centrale 

X =xF(azt+ 2yxy +6 y*), 

Y= yF(ax+oyxy + By’), 


qui donne l'intégrale bien connue des aires, mais ne donne pas de 


- fonction de force au sens ordinaire. 


Pour intégrer pratiquement, on considérera la forme homologue qui 
correspond à la fonction 
w(X, Y)= aX?-+ ayX¥ + BY? 


et qui sera 
OT we ol a,:y"), 


G—[axF(w)+yyF(o)]dx + [yx F(o)+ By F()] dy 
=F(w)[(ar+yy)dr+ (yr+ By) dy] 


= = F(w) d0. 


Si l’on pose 
f Ft) do = U(w), 
cette forme homologue deviendra 
2G—=0&(x',y")+2Ulo(x, y)]: 
Si w est à discriminant négatif, on peut écrire 


a(x, y)=(ae+By)(ue+ by), 
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et, en posant 

az +By =e, 
Tr +17 =eT", 


on est ramené à 
2G—=—vu?— uv + aU(r), 


c’est-à-dire au cas régulier d'intégration par quadratures. 
Si w est à discriminant positif, on peut écrire 


(x, y)= (az + By} + (ae + Bry) 
et, en posant 
aa +By —=ucos?r, 


2+ By =u sine, 
on est encore ramené au cas régulier avec la fonction génératrice 


2G=u?+ u?p?+ 2 U(u?) 


d’un problème de force centrale fonction de la distance. 


20. Dans ce qui précède, nous avons fait implicitement l'hypothèse 
que la forme homologue à fonction G était une forme complète. 


La relation 
aÙU +0 +y@—o ¢ 


donne la forme homologue a fonction G qui correspond à 
| F(X, Y)—aX?+2yXY + BY? 
Si donc les trois constantes «, 8, y sont telles que 
aB—ÿ—0, 


la forme à fonction G est une forme homologue incomplète. 

Le calcul du paragraphe précédent est encore valable mais conduit 
maintenant à une fonction w qui est un carré parfait c'est-à-dire, en 
définitive, à la loi de force centrale 


X=xF(axz +f6By), 
Y=yF(az +By), 


qui ne donne pas de fonction de force au sens ordinaire. Nous ne 
savons pas a priori s'il ÿ a intégration par quadratures, parce que l’inté- 
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grale des forces vives qui existe n’est pas celle d’une forme complète. 
Pour tenter l'intégration faisons un changement orthogonal, l’une des 
nouvelles variables étant 

ax +6}; 
on sera ramené à la forme 


aT = aot y", 
G—F(x)(x dx +ydy) 


+ r a ° ‘ ‘ . . 
et | Ets de Lagrange relative à æ ne contient que cette inconnue; 
elle s’écrit 
M mE(t) 


et donne l'intégrale des forces vives 
PAS fe F(æ) dx +h, 


qui est celle de la forme incomplète à fonction G qui correspond à la 
fonction X?. 


L’équation correspondant à y est ensuite 
F=YE (x) 


qu’on pourrait intégrer comme équation linéaire, mais qu’il vaut mieux 
remplacer par l’intégrale des aires 


; ay! — yu'=C, 
qui, en posant 


devient 


et donne z par une quadrature. 

Les deux lois que nous venons de trouver pour les forces centrales 
contiennent comme cas particulier les lois de MM. Darboux et Halphen, 
et, sil’on faisait la transformation d’Halphen, on retomberait sur la loi 
de force de direction constante étudiée au paragraphe 13. Ce passage 
d’un cas ne donnant qu’une seule intégrale de force vive à un cas en 
donnant deux est curieux et tient à ce que la transformation est choisie 
de facon à transformer l'intégrale linéaire des aires qui existe dans le 

Ann. Ec, Norm,, (3), XXXIIL. — Avriz 1916, 14 
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: 
cas de la force centrale en une autre intégrale linéaire : 
az'= const. 

: 


qui peut étre considérée comme intégrale quadratique 
= const 
et intégrale de force vive du système transformé. ‘ ae 


IL. 


Les systèmes à trois paramètres et à formes homologues. 


21. Considérons un système matériel holonome dont la force vive 
est réductible, par équivalence et par un choix convenable de para- 
mètres à la forme ponctuelle 


aT 2g", 


et soit, avec ces paramètres, 
C= 2Q dg 


le travail virtuel. On a alors les équations du mouvement 
qi Qs sey nu = Qn: D: 


Considérons alors une forme | ADS i 
aT = F(q’), = 3Roq, : 


F étant quadratique homogène à coefficients constants. Elle donnera 
les RUE | 


AT eee -—, =R,, TA 
" OR 


et doit, pour être homologue de la forme ponctacllis étre vérifiée pat at 
les valeurs Q des g’. On doit done avoir 


oF 


“Pk | Re. 00,” 


I~ 
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de sorte que le système admet toutes les formes homologues 


2T=F ig", ss qu), 
1 OF 


ou F est une forme quadratique homogéne a coefficients constants 
complètement arbitraire. Les formes F à discriminant non nul fourni- 
ront des formes homologues completes dont chacune fournit un système 
d'équations rigoureusement équivalent au système primitif. Les 
formes F à discriminant nul fourniront des formes homologues 
incomplètes. 


22. Supposant que é ne figure pas dans la forme réduite, cherchons 
si une forme homologue peut mettre en évidence une fonction de force 
et, par conséquent, une fonction génératrice et une intégrale de force 
vive. 

Il faut pour cela que les n quantités 


DR de. ou OF 
20Q, 20Q 7 200, 
soient les dérivées partielles d’une même fonction de g,, gs, ..., Yn 


On a à écrire que 
n(n—1) 
2 


fonctions de g,, g», +++» Jn sont identiquement nulles. On obtient de 
cette facon des relations entre les coefficients constants et inconnus 
de F, relations qui peuvent être compatibles ou incompatibles. Si elles 
sont compatibles elles sont forcément linéaires et homogènes, car si 
F,, F,, ..., F, donnent des fonctions de force, il en sera de même de 


F=ÀF+kEF +. . + ADF, 


les À étant des constantes arbitraires. Les formes F donnant des fonc- 
tions de force formeront ainsi forcément une série linéaire. 

Dans ce qui va suivre, nous nous bornerons à faire la discussion 
pour un système à trois paramètres avec les paramètres æ, Y, 3 que 
nous considérerons comme des coordonnées. Nous partirons donc de 

oT= vo? + y? +32, 
S=Xdv+Voy+Les. 
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93. Les formes homologues peuvent-elles être toutes à fonction G? 
Si l’on écrit que la fonction 


F(X, Y, Z)=AX?4+ BY?+ CZ?+ 2D YZ + 2EZX + 2FXY 


donne une forme homologue à fonction G, quelles que soient les 
constantes À, B, C, D, E, F, on trouve immédiatement 


dXe0X dY _ oY OL OL _ 

serene aes A 0) — = — — 0, eS ee —— |" U 

-OY … ds ¢ Ox” 02 dz ~ dy 
OX. oe OZ 


Oz Oy 0% 
d’où l’on déduit immédiatement, après une translation convenable, 
Xp 2; Vi=py, L= 2, 


p étant une constante. C’est l’attraction proportionnelle à la distance 
déjà rencontrée dans les systèmes à deux paramètres et dont il n'ya 
plus lieu de s'occuper. 


24. Peut-il arriver que toutes les formes homologues à fonction G 
soient incomplètes? II faut que tous les cônes F de la série linéaire se 
décomposent en deux plans. Ce fait ne peut se produire que si p est 
égal à 3 ou à 2. Si p = 3, le couple F se compose d’un plan fixe et d’un 
plan complètement arbitraire ou de deux plans arbitraires issus d’une 
droite fixe, de sorte que par un choix évident d’axes rectangulaires on 
peut supposer que la série F est de l’une des deux formes 


X(AX + 2pY + 2vZ), 
AX?+ pY?+ avXY. 


Écrivons alors que les trois conditions 
(5 sx) BE 
0x \20Y) oy 
d (: z)= 0 /1 OF 
dy Na 0Z JT (soy) 
RUN NE 
03 \20X)/ dx\2 OZ ) 


sont vérifiées quelles que soient les trois constantes À, u, v. Nous 
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obtiendrons dans le premier cas 

X=f(2), 

Y=yf'(2)+9(2), 

L= 5: f'(2)+ (2), 


donnant les trois intégrales de force vive 
ata f(a) de + a = 2F(x) +a, 
a'y'=y fw) + fote)de + B=yF (2) + O(x) +8, 
al i= sf(x) + [Y(e)de+ y= 8e) +W(a) + 7. 


La première donne æ par une quadrature et, connaissant x, les deux 
derniéres donnent 
D(x) +6 V(z)+y 
ri J ER Al 
yaa! free de fra 
On a donc l'intégration complète par quadratures. 

Passons au second cas. On voit immédiatement que X et Y sont 
indépendantes de z, de sorte que x et y seront déterminés par le 
système 

a"=X(2,y),  y'=Y(x,; y) 


et que z sera ensuite déterminé par 
pes Ley, 2). 
Enfin le système en ay satisfait aux conditions 


oX _ oY Ay oe! 

Wy 7 dz =" ~ Oe = dy” 
donc est dans le cas de la force centrale proportionnelle a la distance. 
Dans ce cas nous n’arrivons donc pas à l'intégration complète par 
quadratures; par |’intégration d’un problème d’attraction proportion- 
nelle à la distance, on obtient la réduction au problème du mouve- 
ment rectiligne d’un point avec une force dépendant en général du 

temps. | 

Si p = 2, le couple F ne peut être composé que d’un plan fixe et 
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d’un plan variable issu d’une droite fixe ou de deux plans issus d'une 
droite fixe et appartenant à un faisceau involutif. 

Examinons d’abord ce dernier cas. En prenant des axes rectangu- 
laires convenables dont l’axe des s sera l’axe du faisceau, on aura les 
formes 

FFE 
F, et F, ne contenant pas Z. En écrivant les conditions on trouvera 
d’abord que X et Y ne dépendent pas de z, de sorte que x et y seront 
déterminés par le système 


a'=X(2,y) J'=Y(& y) 
et que z sera ensuite déterminé par 
oT ey Ya) 
Mais le système en x, y est dans le cas de l’involution ; on a, pour lui, 


Ogee 


RO ae 

a, 8, y étant les constantes convenables et nous avons vu dans l’étude 
du mouvement plan qu’on avait toujours l’intégration par quadratures. 
Ainsi, par des quadratures fournissant deux des paramétres, on est 
ramené a un probléme de mouvement rectiligne d’un point. 

Arrivons enfin au dernier cas. Changeons d’axes rectangulaires en 
prenant le plan fixe comme plan des xy et, comme plan des za, le plan 
perpendiculaire passant par la droite fixe, laquelle n’est pas dans le 
plan fixe sans quoi on serait dans le cas précédent avec la fausse invo- 
lution. Avec ces axes on aura les formes F 


F=Z[2AY + p(Z+ 2KX)], 


où K est une constante fixe non nulle, et donnant les conditions 


ol _. ol 
D = oY es OL 
AC ox aL 


dy TRS Ga VAUT 


i “if 4 


D de fr ee ee ee di dub 47 


+ 
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exigeant, puisque À et u. sont arbitraires, 


aL oh | dX _ oY 
ae aie Dao ? 
OX _ 02 OY __ az. 
dx ~~ dy” ay eS op? 


et l’on voit immédiatement que, s’il en est ainsi, les trois conditions 
précédentes sont réalisées quelles que soient les trois constantes A, W 
et K, de sorte qu’on a des formes à fonctions G en associant le plan des 
x, y avec un plan complètement arbitraire et l’on se trouve dans le cas 
de p = 3. Le cas qui nous restait à examiner n’existe donc pas. 


25. Arrivons maintenant au cas où, p étant au moins égal à 2, les 
formes homologues à fonction de force ne sont pas toutes incom- 
plètes. 

Choisissons dans la série, d’une facon quelconque, une forme com- 
plète | 


(F) aG = F(', y', 2’) + aU(z, y, 2), 


puis une autre forme complète ou incomplète 
(#1) aGeFitE, 7; z')+aU,(z, J» 2), 


sans même nous donner la peine de former la fonction U, qui n’inter- 
viendra que dans le raisonnement. 
Considérons les deux cônes 


F(X, Y,Z)=o, FilX, Y,%)=0 


dont le premier est un cône véritable; cherchons-en un système de 
diamètres conjugués communs, problème qui se ramène à une équa- 
tion du troisième degré. Au moyen des trois plans trouvés 


BOX IV 2) 0, O(%,Y,Z)=0, R(X, Y, Z)—0, 


nous pourrons, en posant sé 
ie PAK, Y.Z), 
yi=6 Q(X, Y,2), 
B= y R(X, K 2), 
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a, B, y étant trois constantes convenables, écrire 1 
F=zx+yt+s, Fi=az+byi+cs!, : 

nd «< 

c’est-à-dire faire la réduction simultanée des deux formes F et F, à des 4 
sommes de carrés. Avec ces nouveaux PRES les deux formes | 
deviendront | | 


2G— vt yet 284 aU (av Ja 51) 
oG,=aaii+ byes? + 2 Ui(rs, Ji, 41) 


et seront homologues l’une de l’autre. Mais la première est sous forme 
réduite avec 


ty = =) Li, = —) - : 
‘x : HE” : 


et, puisque la forme quadratique 


F,= aXj+ b6Y}+ cZj 


conduit à une forme homologue à fonction de force, les trois i 

quantités ; 
1 OF, | au 
PW) fe | 
A ee 
os ers 
er ment | 
RAT ia 


doivent étre les dérivées partielles d’une méme fonction de Das Yar 545 
ce qui donne les trois conditions 


2 À 

(b — Pr = = 0, . à 

ee) ian Sci PÈRE | : 

4 

ga a n= ian g 

Suivant les valeurs de a, b, c apparaissent alors des conséquences bien 4 
différentes. 3 
a 


26. Si les trois nombres a, b, c sont distincts, les égalités précé- 


TNT ON TT 
uN À 


a dt liés ti Di mb na Se 
K : 
« TS" 


at Ni 
[NE 
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dentes donnent 
aU U eu 


dY1 02; à 03,02, =? dti 0Yi = 
ce qui montre que U est décomposable sous la forme 
U=X%(a%1)+9("1) + k (a). 


De là résulte deux faits importants : 

Le premier est qu'avec la forme homologue choisie et les paramètres 
adoptés ou d’autres n’en différant que par des facteurs constants, on a 
la décomposition complète en paramètres isolés dont chacun est donné 
par une intégrale de forces vives. Il y a donc intégration complète par 
quadratures. 

Le second est relatif à la série des formes homologues à fonction de 
force. On peut, pour chercher ces formes, partir de la forme (#) avec les 
paramètres &, n, €, c’est-à-dire, en définitive, de la forme 


2G =L?+ +34 9% +2T+ 2%, 


x ne dépendant que de æ, 5 que de y et x de s. Prenons une fonction F 
homogène et du second degré, on aura 


—AX'+ FF + EX, 


= fee Dr, 
—EX'+D3+ CL; 


donc les trois conditions pour avoir une fonction de force sont. 


D =D", 

EX’ = Eo’, 

AE | F "= FX" 

et se réduisent à 
| DS = k= 0; 


de sorte qu’on a toutes les formes homologues à fonction G fournies 


Para SOPEe: 2 © Steet sree a 
ANB CZ, 
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A, B, C étant arbitraires. On a donc exactement 
p= 


La conclusion précédente serait en défaut si deux des dérivées secondes 
x”, 3”, *” étaient des constantes égales. Si l’on a, par exemple, 


9 inl — L!— K, 


il ne reste que les deux conditions 
E= i =0, 


et l’on a, pour les formes F, la série 


F = AX?+ BY?+ CZ?+ 2DYZ, 
pour laquelle ona 
Pain: 
Enfin si 
x — = XL! — K, 
il ne reste aucune condition et l’on a la série F constituée par une 
forme quadratique absolument arbitraire. C’est le cas 


p=6, | a 


déjà rencontré et fourni par une force centrale proportionnelle à la 
distance. | | 

Nous remarquerons en outre que ie deux formes (#) et (¥,) que nous 
avons utilisées sont données par les deux cônes 


Ti Yi+ 5 =0, 


1 
axi+ by?+czi=0, 


et que la condition que a, b, c soient inégaux exprime qu'ils ne sont : 

pas bitangents. à 
En résumé, si, parmi la série des cônes F fournissant les formes à 

fonctions G, il y a deux cônes non bitangents, l’un d’eux étant un 

cône véritable, on est forcément dans l’un des deux cas - ~~ 


P=3, pod, 


ou bien dans le cas de l'attraction proportionnelle ala distance et 4 
l'intégration se fait complètement par quadratures. 


eT © 


à 


> 
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En pratique, quand on aura trouvé les trois plans diamétraux coniu- 
gués P, Q, R, communs à deux formes F et F, non bitangentes appar- 
tenant à la série, on posera 


Pix, 7,5). Oye), Be N( 27 pe), 
on cherchera &’, y”, ¢’ par les formules 


pn — P(x", y", s")= P(X, Y, Ze 
n'= Q(2", 7", 3°) = Q(X, Y, Z), 
Le R(2", Ha Lo R(X, +, ZL), 


et l’on constatera ce fait (connu a priori par suite de la décomposition 
démontrée) que P(X, Y, Z) est une fonction de P(x, y, 5), c’est-à-dire 
de £: que Q(X, Y, Z) est une fonction de n et que R(X, Y, Z) est une 
fonction de €, ce qui nous fournira la décomposition effective. 


27. Supposons que deux des trois nombres a, b, c soient égaux, 
par exemple 
as D. 


Les trois conditions relatives à U(x,, y,, 3,) se réduiront à 


U ŒU 


non  l'ondm 


031 dx: 
et nous montreront qu’on a 
Ur Yi 21) = V(es pi) + (a). 
On a encore une décomposition, mais seulement en deux groupes. Le 


paramètre s, est isolé et sera donné par quadratures. Quant aux deux 
paramètres æ, et y, ils seront fournis par le système 


DES LS + Ye 2 V(x, Yi) 


qui possède l'intégrale des forces vives, mais qu’on ne peut pas intégrer 
par quadratures dans le cas général. 

Cherchons les formes homologues à fonction G. Nous pouvons, pour 
cela, partir de la forme (#) qui, avec les paramètres adoptés, s'écrit 


2T = a? + y?+ 21, 
ov ov 


C= dr Pegg leat” 
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Nous devons prendre une forme quadratique 


(XY) SAXt4 BY'4 C2 aD YA + 2EZX + 2 FXY, 


former les trois quantités 


OX oy 

10F OV av = 
Nigel YS Arr ep De. 
PL Re Si NUS % 
1 OF ov av 

PA LETT 9p eh Et Cal 
or oo de aye 


et écrire que ce sont les trois dérivées pre d’ une méme fonction. 
On a ainsi 


av eV 
EX’=—E 0x? 2 Ox dy” 

V dV 

1 she 

DS =E-5—,; Oy + Oy?’ 

ov eV. av ov 
a jcdy | de date ro 


La derniére exprime que la fonction quadratique 
~AX?+ BY?+ 2FXY 
fournit une forme homologue à fonction G du système 
2G= 214 yat V(z, y) 


déterminant æ, y. Les deux premières équations étant vérifiées en 


prenant 
DE, 


on voit ainsi que si le système en x, y admet une infinité de formes 
homologues à fonction G, le système en x, y, s est en réalité dans le 
cas | 

p=s3, 


et la décomposition incomplète tient à ce que les deux formes (#) et (¥,) 
servant de base à la réduction correspondent à deux cônes bitangents; 
si l'on était parti de deux cônes non bitangents pris dans la série triple, 
on aurait obtenu directement la décomposition complète. 
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Supposons que le système en x, y n’admette que sa forme initiale 
comme forme à fonction G, la dernière condition exigera | 


a DES HIER eee 
Si 2” n’est pas une constante, les deux premières exigeront 
D=E—=0, 
et si %” est une constante, son élimination conduira à 


(D?— B*) 


2 2 
07V LE (Se Sa) 


de Oy Oy? — Oat 


c'est-à-dire, avec les notations des systèmes à deux paramètres, à 


wy 
5 — Const, 


et comme on a déja, pour ce systéme, 
| O +0 — 0, 


les trois fonctions ©, ©, ® seraient proportionnelles à des constantes, 
ce qui est impossible, le système en x, y n’admettant qu’une seule 
forme à fonction G; on est donc obligé de prendre 

: D'—E—o, DE=o, 
c’est-à-dire | 

DER). 

Dans tous les cas on a donc les seules formes à fonction G fournies 
par les fonctions . 7 D LE 
F(X, Y,Z)=A(X?+ Y?) + CZ? 


pour lesquelles on a 
ES ee 


et qui forment une série de cônes bitangents. Alors, quels que soient 
les deux cônes de la série pris comme base du calcul, on retombera 
toujours sur-la même décomposition incomplète et sur un mouvement 
plan possédant une seule forme à fonction G et, par suite, une seule 
intégrale de force vive. 

- Pratiquement on cherchera lé plan des contacts P de la série, puis 
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deux plans Q, R conjugués entre eux et avec P dans un re 
des cônes. Prenant alors P, Q, R comme nouveaux paramètres , 4,4, on 
caleulera £”, 7”, C’ comme dans le cas précédent et l’on trouvera que ¢ ee 
ne dépend que de £, tandis que 7” et ¢’ sont des fonctions des deux 
variables 1, C. On aura ainsi en évidence la décomposition. 


98. La discussion des cas où il ya une infinité de formes homologues 
à fonction G peut se résumer ainsi : 


1° p—2. — a. La série comprend de vrais cônes. C’est forcément 
une série de cônes bitangents et, par des quadratures, on est ramené 
au mouvement d’un point dans un plan avec une et une seule intégrale 
de force vive ; | 

b. Tous les cônes de la série sont décomposables. Le cône variable F 
estalors formé par un couple de plans homologues dans une involution 
vraie ou fausse autour d’une droite fixe. Par des quadratures on est 
ramené au mouvement rectiligne d’un point sans intégrale de force 
vive. 

2° p—3. — a. La série comprend de vrais cônes. On a l'intégration 
complète par quadratures ; 

b. Tous les cônes de la série sont décomposables en un couple de 
plans. Ce couple est formé d'un plan fixe et d’un plan arbitraire ou de 
deux plans arbitraires issus d’une droite fixe; 


b,. Le couple a un plan ee Le probléme s’intégre complétement 
par quadratures ; 


b,. Le couple est formé de deux plans arbitraires issus d’une droite 
fixe. Par des quadratures on est ramené au mouvement rectiligne sans 
intégrale de force vive. 


3° p= 4. — La série contient forcément de vrais cônes et l’on a 
l'intégration complète par quadratures. 


4° p= 5d. — Ce cas n’existe pas. 
5° p—6. — C'est le cas de la force centrale proportionnelle à la 
distance. 


29. Comme premier exemple, considérons une loi de force telle que 


OT IN -ENNT Fe 


—T Te; 


| 
E 
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les équations du mouvement admettent les formes homologues à fonc- 
tion G correspondant à deux cônes non bitangents. On sait qu’on aura 
l'intégration par quadratures. Prenons les deux formes 


X'+ 2 YZ, 


Y?+ 2ZX, 


qui donnent bien deux cônes non bitangents. Pour la première on a 


20X À 
1 OF 
Er) amie 
1 OF 
TPE D 
d’où les conditions 
D) Or D'or 
Oy Ox 3 Ox 
Pour la seconde ona 
I oF ly 
A) eae 
1 OF ox 
mai 
1 OF à 
VOL" à 
d’où les conditions 
RON 207... 3X 
oy Ox 05 Ox 
Ces six conditions peuvent s’écrire 
aX _ oY _ 07, 
0x Oy az 
D CA 
oy coc 02 
aX _ oY _ ot 
CET)" 


ah _ ov, 
gz dy 
oY _ 0X, 
0z OY 


et se déduisent les unes des autres par permutation circulaire sur xyz. 


Elles expriment aussi que 


exe Z 


120 22) = RT DEDASSUSy 


sont les dérivées d’une même fonction, c’est-à-dire que la forme 
quadratique ; | 
Z? + aXY 


donne également une forme à fonction G. On est donc dans le cas p=3 
avec la série linéaire ee | | | 
F:=A(X2+ 2 YZ) + p(¥? + 2ZX) +9(Z?+ aX). 


Pour faire l'intégration nous devrons chercher un système de plans 
diamétraux conjugués communs aux deux cônes primitifs. Un calcul 
élémentaire de Géométrie analytique nous conduit aux trois plans 


X+ Y+ Z—o, << … 
X+a Y+aZ—=o. 
X +aY+aZ—o, 


a et a? étant les deux racines cubiques imaginaires de l’unité. On est 
donc conduit à prendre ces trois fonctions comme nouveaux para- 
mètres et à former &”, n”, C’ qui, en vertu des relations vérifiées par X, 
Y, Z, se réduisent à des fonctions de £, n, ¢ respectivement. 

Nous retrouvons ainsi, comme cas tres particulier des cas d’inté- 
gration par quadratures mis en évidence au moyen des formes homo- 


logues, un cas signalé par M. Appell (‘) avec un procédé d'intégration — 


qui est précisément l’application du procédé relatif au cas général. 


30. Comme second exemple, considérons la loi de force 
X—2æ(P?+8)—P6, ~~ 
Y=y(P?+ 6)— P48, 
| L=:(P?+06)—P6 
avec ; . 
P=xz+y—3, 
6= 3?— oxy. 
Pour que ; 
F(XYZ) = AX?4-BY?+ CZ?+ 2DYZ+ 2EZX + 2FXY 
(1) C. R. Acad, Sc., 19 mars 1877. st =. 
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donne une fonction de force, il faut trois conditions qui exigent 


B=AY. D=EH~A, F—2A—C. 


4 _ On a donc la série 
ET  FSA[X?+ ¥'— 2YZ— 2Z2X + 4XY]+ C(Z*— 2XY) 
ie pour laquelle | 
: ey oe 
= et qui contenant le cône 
Re: - ane x <i 


_ quin ’est pas décomposable, doit être une série de cônes QE 
ane Si nous considérons le cône particulier 


Asse x, re 


l + a | Fa(X+Y—Z)!=P*(X, Y, Z). 
Si l’on remarque qu’on a identiquement 
— #—aXY=(X—Z)'+ (¥Y—Z)?—(X+ Y—Z)*, 


voit ae ve deux plans Baer oak 


an P un Gee de troi is plans diamétraux con jugués 
On doit donc poser “ 


Le 


= 2479 4) — PO Pia, 25 s)= 6°, 


( 2) Ue = =) +(y—s)]=t(n + @). 
16 


; 
À 


aay PT 
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On a donc Ë par l'intégrale des forces vives 


, 
à 
4 
D 


12— lys “3 

i= 36 + a, 4 

“4 

et n, ¢ par le mouvement plan avec la force L 
pee 

n(P+E), E(n+E); “a 

c’est un probléme de force centrale fonction de la distance avec la 1 
loi +10 
Fe 7 & 4 

et on l’intégrera par quadratures. g 
RE 

31. Le cas où il n’y a qu’une seule forme homologue à fonction G ne 3 

- donne lieu à aucune remarque très intéressante. Il semble difficile de "4 
a 


ye ee ee 
LE " 


eo 


pouvoir généraliser les raisonnements faits dans le cas analogue de 
deux paramètres. Nous nous bornerons à chercher les lois de force : 40 
centrale qui sont dans ce cas. On a alors 


X=—=æxd(x, y, 2), Y=y (2, y, 2), L=20(2, y, 5). | | 


Soit w(X, Y, Z) la forme quadratique donnant la fonction de force, on a 
aura ‘7 
Ted set Ow 100 _1 @ dw rapt sea ee 
HET ver he Tove aan: Soho a One © 0 
d’où les trois conditions at 4 
om do OD Ow _ a 
dy ox dx dy” = ve 
0 dw 00 wo _ 3% 
Oz dy dy 03 4 
09 a d ; 
0x 05 Os 0x °? @ 
qui expriment que ® est une fonction de w(a, y,3). On adone la loi C4 
de force CR a a 
X=2£4(o), 
NT ie 
Z= :$(w), 


w étant une forme quadratique homogène en æ, y, 3. 


1/ 


4 
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Si la forme est un carré parfait, le résultat est toujours le même, 
mais se met sous la forme plus simple consistant à considérer alors w 
comme une fonction homogène et du premier degré de æ, y, z 

Dans le cas où w est du second degré on ramènera à une attraction 
fonction de la distance en considérant la forme homologue complète 
qui correspond à la forme quadratique w. 

Dans le cas où w est du premier degré nous ne pouvons plus faire de 


. même, car w? fournit une forme homologue incomplète. 


On fera un changement orthogonal en prenant © comme variable z. 
On sera ainsi amené à un système de même genre, mais où la fonction w 
sera 3: | 

X = 2x§(z), Y=y&(z), = sos), 


s est donné par la dernière au moyen d’une intégrale de forces vives. 
On a ensuite les deux intégrales des aires 


we —=Z2'— a, 


qui, en posant ; 
= Us, ee 


Nous avons ainsi la généralisation du cas correspondant de deux para- 
mètres. Il est à remarquer d’ailleurs que, la trajectoire étant plane, on 
serait ramené, dans ce plan, à une loi de force centrale fournie par 
l'intersection de la quadrique w avec le plan de la trajectoire, de sorte 


que le cas de l’espace ne diffère pas, au fond, du cas du plan. | 


32. ll est à remarquer que le fait de l'intégration ou de la ane: 
sition qui est fourni rien que par la considération de deux formes 
homologues à fonction G, même quand il existe une série pour laquelle 
p est supérieur à deux, se généralise pour un n nombre quelconque de 
paramètres. 

Soient deux formes homologues à fonction G fournies l’une par une 


forme quadratique 
; : 1 F(x, ees en) 
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supposée à discriminant non nul et l’autre fournie nye la forme cam 


dratique 
Fy (24, CAC] Tn) 


dont le discriminant peut être nul. Si nous faisons un chviyehient de 
paramètres de façon à obtenir la réduction simultanée de F et F, à des 
sommes de carrés, nous obtiendrons deux formes qu'on je 


écrire 
2G = Z+...+ Does ET sos Giese 


2G=art+,..+ant? + 2 U;(a,..., nd} 


nous voyons que la première forme, qui est réduite, admet la forme 
homologue à fonction G définie par la forme quadratique 


by PFE 
d’où résultent les conditions 
aU 


(a;— 71) Fa 0a; — - de 


Si les a sont inégaux entre eux on en déduit les conditions’ ~~ . ~~ 


CAL PRE 
qui montrent qu’on a 


U=X, (21) + Xi(a) +... + X,(æ,), 


. c’est-à-dire la décomposition en paramètres isolés, donc l'intégration 
complète par quadratures. | 

Si les coefficients a ne sont pas inégaux entre eux, on pourra les 
partager en plusieurs groupes tels que tous les a d’un même groupe 
soient égaux et que deux a de deux groupes différents soient inégaux. 
Les variables + correspondantes formeront des groupes correspon- 
dants tels qu’on ait 
QU 


—_———_ = À 
Ox; Ox; 


chaque fois que x; et a; appartiendront à deux groupes différents, etil 

en résulte immédiatement que U se décompose en plusieurs morceaux 

dont chacun ne contient que les variables æ d’un même groupe. _ 
Comme les formes F et F, sont distinctes, les a ne HERO être tous 


PERTE, AE PTT, 


» 


r = 


nv 
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égaux, donc forment au moins deux groupes, de sorte que la considéra- 
tion des deux formes homologues à fonction G fournit une décompo- 
sition en un nombre de groupes compris entre 2 et n et un nombre 
correspondant d’intégrales de force vive. Il peut arriver qu’à certains 
des systèmes partiels on puisse appliquer le même raisonnement et 
qu'ils donnent des intégrales de force vive décomposables; c’est 
qu’alors il existerait, pour le système total, des formes homologues à 
fonction G qui fourniraient, par deux d’entre elles, une décomposition 
plus complète. 


MÉMOIRE 


TOTALISATION DES NOMBRES DÉRIVÉS 
NON SOMMABLES; 


Par M. Arnaub DENJOY. 


SS OSS 


Le présent exposé doit étre regardé comme constituant la troisiéme 
et dernière Partie d’un même travail dont l’objet serait assez exacte- 
ment défini par ce titre d'ensemble : Wémorre sur la derivation et son 
calcul inverse. De cet Ouvrage trop étendu pour trouver place dans un 
recueil unique, les divisions antérieures ont paru, l’une au Journal 
de Mathématiques pures et appliquées (1915), l’autre au Bulletin de la 
Société mathématique de France (2° et 3° fasc., 1915). Dans la 
première, intitulée : Mémoire sur les nombres dérives des fonctions con- 
linues, j'ai répondu à un certain nombre de questions dont l’éclair- 
cissement préliminaire m’a paru indispensable à la solution des pro- 
blèmes étudiés ci-après et constituant l’objet essentiel de toutes ces 
recherches. Les résultats de ce premier-travail se déduisent de deux 
énoncés d’une application constante dans les théories descriptive et 
métrique de la différentiation (') et se résument en la proposition sui- 
vante. Appelant(pour un même point) associés deux dérivés extrémes 
relatifs à un même côté, opposés deux dérivés extrèmes de côtés et 


(1) Je désigne ces propositions sous les noms de Premier et de Second Théorèmes 
des nombres dérivés. ; 
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É , . < ‘= | 1 \ ; 
de rangs différents, on peut affirmer que, sur une épaisseur pleine (') : 


Deux dérivés associés sont égaux s'ils sont finis, inégaux st l’un au 
moins esl infu ini; deux derives opposes sont simultanément finis el égaux, 
ou infinis et inégaux. 


Utilisons les notations adoptées dans ce premier Mémoire. Les 
associations des quatre nombres dérivés extrêmes d'une fonction 
continue en un même point se répartissent en quatre types seulement, 
RE en négligeant les ensembles minces : 1° A, =A,= +", 
Og = de — D 2° Ay = — 8, = +03 Oye Ay, US et l’autre étant 
finis; 3° SU = d4 = À, = 4,4, tous les quatre étant finis (dérivée bila- 
térale finie); 4° Ay = à,, l’un et l’autre finis, — 6, = A, = + 2. Nous 
désignons ces cas par les notations respectives (AA’), [BD’], [CC’], [DB]. 


(1) J'appelle ensemble épais tout ensemble possédant une mesure positive, ensemble 
mince tout ensemble de mesure nulle, ensemble épais en un point M un ensemble épais 


dans tout intervalle contenant M, ensemble épais en lui-même tout ensemble épais 


dans chaque intervalle contenant un quelconque des points de l’ensemble, épaisseur 
(moyenne, pour préciser) d'un ensemble sur un intervalle ou un segment (*) ab le 
quotient par b—a, de la mesure de la portion de l’ensemble, comprise entre a et b. L’épais- 
seur de l'ensemble en un point agrégé ou étranger à lui est par définition la limite, si elle 
est unique, de l'épaisseur de l’ensemble sur un intervalle quelconque contenant ce même 
point et tendant indifféremment vers zéro en longueur. J'appelle épaisseur pleine (ou : 
pleine épaisseur du continu) un ensemble dont le complémentaire est miuce ou encore 
dont l’épaisseur est un sur tout intervalle, pleine épaisseur d’un ensemble E tout 
ensemble agrégé à E et ayant même mesure que E. L'expression « sur une épaisseur 
pleine » a done pour nous le même sens que la locution « presque partout » créée par 
M. Lebesgue et très généralement usitée, mais qui me paraît présenter certains inconvé- 
nients, d'abord de ne justifier son acception que du point de vue métrique (au point de 
vue descriptif, le rôle des épaisseurs pleines est joué par les résiduels) et en second lieu 
de faire considérer, à tort en général, comme prépondérantes les propriétés réalisées 
« presque pariout ». Les caractères essentiels d’une fonction peuvent aussi bien (et c'est 
“même là le cas le plus fréquent) se manifester exclusivement sur des ensembles de mesure 
nulle. C’est ainsi, par exemple, que la fonction continue la plus générale possédant la 


dérivée zéro « presque partout » admet toute l'indétermination de la fonction la plus 


générale continue et à nombres dérivés finis (voir 1"* Partie, p. 204-209). 

Beaucoup d'auteurs donnent aujourd'hui au mot densité le sens que j’attribue au 
terme épaisseur dans les locutions « épaisseur d’un ensemble dans un intervalle », 
« épaisseur d’un ensemble en un point ». Avec cette acception du mot densité, il est 


(*) Je conserve la distinction — dont l'usage m'a mosey la commodité — entre l'inter He ab. 


(ensemble a< x < b) et le segment ab (ensemble a£x£b). En principe, les extrémités d'un 
intervalle ou d'un segment sont toujours supposées énoncées dans l'ordre croissant. 


wags 


— SET 

Wee 

. ¥ L 
* 
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Ou encore, en utilisant la représentation géométrique des fonctions, 
appelons angles dérives de la courbe y = f(x) en un de ses points M, 
les deux angles A, et A, formés par toutes les positions limites 
possibles des demi-droites MM, joignant M à un point M! tendant vers M 
quand n croit. La parallèle ascendante à Oy menée par M, soit z'Mz, 
laisse l’intérieur de A, à sa droite, l’intérieur de A, à sa gauche. Alors, 
en négligeant sur la courbe un ensemble de projection mince sur Ox, 
ou bien A, et A, valent l’un et l’autre deux droits et sont biadjacents 
suivant Mz et Mz’ (1° cas), ou bien A, et A,, non nuls, sont supplé- 
mentaires et adjacents suivant Mz ou suivant Mz’ (2° et 4° cas), ou 
bien A, et A, sont nuls et portés par une méme droite inclinée sur Ox 
et sur Oy (3° cas, tangente à pente finie) (‘). 

C'est à ce Mémoire du Journal de M. Jordan que je désirerai adresser 
le lecteur par la simple mention : « première Partie ». 

La seconde Partie de mon travail, intitulée : Mémotre sur les fonct ons 
dérivées sommables et parue au Bu‘letin de la Societé mathématique, se 
compose d’abord d’une étude succincte des deux opérations inverses 


exact de dire : Un ensemble partout dense (celui des nombres rationnels, par exemple) 


peut avoir une densité nulle dans tout intervalle; un ensemble partout non dense peut 
avoir la densité un (maximum) en chacun de ses points. L’inconvénient visible de tels 
énoncés, résullant de cet emploi du mot densité, me semble cependant moindre que celui 
d'établir une communauté apparente et inexistante entre deux ordres d’idées totalement 
distincts, régnant respectivement dans les théories descriptive et métrique des fonctions 
(et des ensembles) (1"* Partie, n° 16, et Comptes rendus, 31 mai, 14 juin 1915). La 
première a pour objet l'étude des propriétés conservées dans toute transformation continue 
et croissante de la variable indépendante. (Les travaux de M. Baire se rapportent à cette 
théorie et y tiennent une place essentielle.) Or une substilution de cette nature peut 
échanger les épaisseurs pleines et les ensembles minces. Aussi la théorie descriptive 
ignore-t-elle entièrement la notion de mesure des ensembles. Par contre, la propriété 
d’un ensemble d'être dense ou non dense sur le continu, ou sur un autre ensemble, est 
vraisemblablement le caractère fondamental dans la théorie descriptive; aussi ai-je cru 
utile, pour éviter des confusions possibles, de n’appliquer en aucun cas à une notion 
métrique l’expression densité, et de la remplacer dans les conditions définies plus haut 
par le terme épaisseur. 

(1) Le même énoncé peut revêtir une troisième forme (2° Partie, p. 164) sous laquelle 
il est appliqué ci-après (n° 39 bis). Les mêmes cas fondamentaux des nombres dérivés se 
présentent, comme l’a montré M"* Grace Chisholm Young (Comptes rendus, 13 mars 1916) 
pour une fonction mesurable quelconque, finie sur un ensemble dense. (Consulter égale- 
ment, du même auteur, un Mémoire des Acta mathematica, t. 37, contenant certains résul- . 
tats préliminaires de la première Partie, entre autres le théorème du n° 27.) L'impossibilité : 
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de la dérivation constituées par l'intégration de Riemann et par celle 
de M. Lebesgue, puis de recherches sur les fonctions dérivées à: zeros 
partout denses. Je donne à la fin de ce même article un moyen de 
transformer une fonction dérivée à zéros partout denses, en une autre 
partout nulle en dehors d'un ensemble parfait discontinu, et variante 
sur toute portion de ce dernier. Cette construction sera utilisée à la fin 


du présent Mémoire dans la détermination de fonctions dérivées dont — 


la totalisation exige des opérations d’un ordre transfini de plus en plus 
élevé. La simple référence « Deuxième Partie » désignera ce Mémoire 
du Bulletin de la Société mathématique (* ). | 

Dans le travail que je soumets aujourd’hui à l'indulgence du 
public mathématique, je résous le problème de déterminer la 
fonction primitive d’une fonction © dont on sait qu'elle est une 
dérivée (?). Il est connu que la fonction dérivée la plus générale 
n’est intégrable ni par le procédé de Riemann, ni par celui de 
M. Lebesgue. L'opération permettant de remonter de ¢ à sa primitive f 
ne s'applique pas nécessairement à toute fonction finie , mais elle 
fournit un moyen de savoir si Ÿ est une dérivée. Pour qu'il en 


soit ainsi, il faut d’abord que l’opération précédente, que j'ai désignée. 


sous le nom de ¢otalisation, puisse être poursuivie sans impossibilité 


jusqu'au calcul de la zotale de | entre deux points quelconques du 


champ de définition de ÿ. Ceci vérifié, i] faut encore (et cette condition 


d’une dérivée bilatérale infinie existant sur un ensemble épais (d'après l'énoncé du texte, 


le même résultat est vrai pour une dérivée unilatérale infinie) avait déjà été signalée par 


M. Lüsin, dont les recherches dans le même ordre d'idées sont des plus importantes. On 


trouvera dans son Ouvrage /ntégrale et séries trigonométriques (Thèse russe, Moscou, 


1915; Linnera et Sobko, éditeurs) une bibliographie très complète de ces questions, aux~ 
quelles l’auteur apporte dans ce même travail une contribution essentielle. Enfin, les 
diverses méthodes d'intégration décrites à ce jour sont l’objet d’une excellente étude 


dans la thèse de M'° Pia Nalli (Palerme, 1915). 


(1) Le renvoi à un numéro, sans aucune mention particulière, désignera un DRE 


du présent article, constituant la troisième Partie de ce Mémoire. 
(?) Comptes rendus, t. 184, 1912, p 859-862 et 1075-1078. : 
Les règles opératoires et les conditions de leur application adoptées dans ce Hérabire : sont 
moins restrictives que celles des deux Communications précédentes. Je visais, dans ces. 
Notes, à déterminer un caleul de primitives convenant très strictement aux fonctions 
dérivées. Celui du Mémoire s’applique à des nombres dérivés beaucoup plus Es 
J'appelle San a le premier totalisation pies i 
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suffit évidemment) que la totale de | entre a et x ait en tout point 
une dérivée coincidant avec 4 ('). 

établis d'abord un théorème d’application fréquente auquel je 
donne le nom de « principe de la gradation des fonctions continues 
sur les ensembles. parfaits ». J'étudie ensuite diverses façons d’envi- 
sager la « variation » des fonctions continues sur les ensembles 
parfaits. La principale, du moins dans la théorie différentielle, réside 
dans l’idée de la « variation simple ». Celle-ci est considérée comme 
définie pour f sur l’ensemble parfait P, moyennant que les variations 
absolues de f dans les contigus à P forment une série convergente. 
J'envisage aussi une « variation totale » de f sur P, une « variation 
de f autour de P ». La variation de f sur P sera dite réductible, si P con- 
tient une portion où la variation simple de f est définie. Ces consi- 
dérations mettent en lumière une classe de fonctions extrêmement im- 
portantes pour notre objet, lesfonctions « résolubles » (ou plutôt: à varia- 
tion résoluble), c’est-à-dire dont la variation sur tout ensemble parfait 
mince est « réductible à zéro ». Il se trouve que cette condition entraîne 
la conséquence suivante. Appelons dérivée approximative d’une fonc- 
tion en un point, une dérivée (s’il en existe une), spéciale à un 
ensemble d'épaisseur un en ce point. Alors : 1° toute fonction résoluble 
a une dérivée approximative (ou générale) sur une épaisseur pleine; 
2° tout ensemble parfait P contient une portion & où la fonction réso- 
luble considérée a une variation définie, où sa dérivée approximative 
est sommable et où la variation de la fonction sur & est égale à la 
somme besgienne (sur &) de sa dérivée approximative (?). 

L'importance capitale de la classe des fonctions résolubles vient des 
propriétés suivantes. Sont résolubles : r° toute fonction admettant en 
ES, nn 

(1) M. Lusin a montré (Jntégrale et série trigonométriques, p. 96-139) l'existence, 
quel que soit 4, d’une fonction continue admettant 4 pour dérivée sur une épaisseur 
pleine. Cette fonction continue n’est déterminée qu’à l'addition près d’une fonction ayant 
une dérivée nulle sur une épaisseur pleine, donc au moins aussi indéterminée que la fonc- 
tion la plus générale à nombres dérivés finis (voir note, page 128). 

(2) Au cours de l'impression de cette troisième Partie, a paru aux Comptes rendus 
(21 février 1916) une très intéressante Note due à M. Khintchine et où l’auteur envisage 


celte même sorte de dérivée qu’il qualifie d’asymptotiyue. Consulter également une Note 
du 13 mars 1916 (Comptes rendus) contenant une analyse succincte du présent travail. 
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tout point une dérivée finie ; 2° toute fonction admettant en tout point 


au moins un de ses quatre dérivés extrêmes finis ; 3° toute fonction 


admettant en tout point une dérivée approximative finie ; 4° toute 
fonction admettant en tout point un ensemble dérivé fini, pour 


un côté au moins, sur une épaisseur surpassant = Et alors une 


fonction de chacune de ces catégories est parfaitement déterminée, 


à une constante additive près, par la connaissance, sur une épaisseur 
pleine, respectivement : 1° de sa dérivée; 2° de son nombre dérivé 
extrême fini (de rang et de côté inconnus et variables) ; 3° de sa dérivée 
approximative ; 4° d'un de ses dérivés médians ou extrêmes d’ épais- 
seur. Et il se trouve que, dans le deuxième et le quatrième cas, le 


nombre donné est encore sur une épaisseur pleine la dérivée approxi-. 


mative ou générale de la fonction inconnue. 

Nous sommes alors conduits à nous poser le problème suivant : 
Comment calcule-t-on une fonction résoluble f connaissant sa dérivée 
approximative ou générale 9 sur une épaisseur pleine? La question ainsi 


posée détermine entièrement une suite de calculs à effectuer sur 9, 
ordonnés selon le mode transfini et se terminant, pour toute dérivée & 


donnée, au bout d’une infinité dénombrable d'opérations. C’est ce 


calcul de la variation de f entre deux points que j'appelle totalisa- 


tion deg entre ces deux mêmes points. Après une application du calcul 
totalisant aux séries de Fourier, je consacre la fin de mon Mémoire 


à établir des fonctions dérivées nécessitant, pour l'évaluation de leur. 


primitive, l'emploi d’une suite d’ opérations du même eus jusqu'à 
tels rangs transfinis librement choisis d'avance. 


Aucune des trois Parties de ce Mémoire n'aurait pu être conçue 


sans les travaux antérieurs de M. Lebesgue sur l'intégration. Les 
résultats fondamentaux obtenus par cet auteur dans ce domaine 
doivent être parfaitement familiers au lecteur de mon Ouvrage. Néan- 
moins, bien convaincu que l'on encourt difficilement en ces matiéres 
le reproche de prolixité, j’ai tenu & donner des démonstrations et 
des explications se suffisant le plus souvent à elles-mêmes. Ceci ne 
m’empéche pas d'adresser très fréquemment le lecteur aux Leçons sur 


*, 


l'intégration de M. Lebesgue, monographie que je désigne, comme 
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dans les deux premières Parties, par les seules lettres L. J. (1). J’ajou- 
terai enfin que, n'ayant point en vue un but didactique, je ne me suis 
nullement occupé de fournir des démonstrations courtes et saisis- 
santes des divers théorèmes rencontrés. J'ai voulu surtout marquer 
lenchainement des idées et je ne me suis nullement privé de m’at- 
tarder à préciser chacune d’elles au moment me paraissant le plus 
opportun, sans m'inquiéter de ralentir ainsi la course vers le terme 
d’une démonstration. Les lecteurs qui en auraient le désir, réuniront 
facilement pour les propositions dont l'intérêt leur paraitrait justifier 
ce soin, les éléments dispersés dans ce travail, de démontrations plus 
promptes. 


CHAPITRE I. 


LA VARIATION DES FONCTIONS CONTINUES RELATIVEMENT AUX ENSEMBLES 
PARFAITS. 


Principe de la gradation des fonctions continues 
sur les ensembles parfaits. 


1. VR(/,), VR(/:), ..., VR(/,) désignant les variations relatives (2) 


des fonctions continues f,, f2,..., fn sur un méme intervalle indeterminé, 
et L, M, ... étant, par rapport aux nombres VR( f,), ..., des expressions 


(*) On consultera également avec grand profit le Cours d'Analyse in finitésimale 


‘de M. de la Vallée Poussin, particulièrement les chapitres de cet Ouvrage consacrés aux 


variables réelles, et aussi les Lecons sur les fonctions arecgntinues de M. Baire 
(collection de monographies dirigée par M. Borel). Depuis la rédaction de ce Mémoire, 
M. de la Vallée Poussin a publié les Leçons d’un grand intérêt, relatives à des sujets 
connexes à celui de ce Mémoire, et que l’éminent professeur de Louvain avait développées 


dans son cours en Amérique pendant l'hiver 1914-1915. 
(2) J'appelle variation, variation absolue, variation rela 


b —f(a) re ae 
ou sur l'intervalle ad, les nombres f(b)—f(a), 1f(b)—f(@) 1; ae (re Partie, p. 144). 


tive de f entre a et b (a < 6), 
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linéaires et homogènes à coefficients constants [soient donc 
| L=X VR(S)+... + VR(fa)) Me piVR (fi) +---) 


st une ou plusieurs relations de l’un des ty pes 


Looucousa, M = ov= ou SG, © 


a, B étant des constantes, sont vérifiées simultanément par une famille © 
d'intervalles situés entre a et b et admettant pour points limites tous les 
points de ab, sans que les mémes relations soient satisfaites par le 
couple (a, b), il existe alors un ensemble parfait discontinu P satisfaisant 
aux conditions suivantes : 

1° Sur chaque intervalle contigu à P, toutes les relations énoncées sont 
satis faites. 

2° P présente une propriété de minimum, à savoir quit est impossible 
de déplacer d'une quantité infiniment petite aucun des intervalles contigus 
à P, en accroissant la longueur de cet intervalle et en conservant entre ses 
extrémités l'exactitude des relations exigées. 


Enfin les mêmes conclusions subsistent sz la famille 9 est constituée 
par les intervalles contigus à un ensemble fermé discontinu E contenant 
a et b. Alors, P est de plus agrégé à E. 

Nous disons, selon une définition antérieurement posée, qu’une suite 
d’intervalles o,, 92, ..., Qn, -.. tend vers un intervalle 9,, si les extré- 
mités gauche et droite de», tendent respectivement vers les extrémités 
gauche et droite de 9,. Nous disons que fa famille 9 admet 2, pour 
point limite, s’il y a une suite d'intervalles 9 dont les deux extrémités 
tendent simultanément vers x,. Si tous les points de ab sont points 
limites des intervalles 9, c’est, en toute équivalence, que chaque inter- 
valle intérieur à ab contient entièrement un intervalle 9 et par suite 
une infinité d’intervalles 9. 

Développons les relations auxquelles sont assujetties les variations 
relatives sur un intervalle zx’ (') de la famille 9. Elles deviennent : 

MUA (2 J file + As [fa(2') — fala) J+... + lat!) — fa(æ)] 
(1) = o0u2o0usSa(z2'—~2), 

Pal Si(2') —fi(z)] +... euzousp(2'—a), ., 
ee 


(1). Comme toujours au cours de ce Mémoire, des deux extrémités d'un même inter- 
yalle la première énoncée est l'extrémité gauche, la seconde l'extrémité droite, | 
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Si l'on posait À, f, +... +A, f,=F,,..., les premiers membres des 
relations données deviendraient VRE VR GBs) des By) sy a 
pouvant étre indépendants ou liés linéairement. Cette question de 
forme est d’ailleurs sans importance. Car, nous n’aurons plus recours 
à l’expression des relations (1) quand nous aurons fait sur elles les 
deux remarques essentielles suivantes : 1° à cause de la continuité 
des fonctions f,, ..., f,, et des signes = adjoints aux conditions 
éventuelles d’inégalité, et rendant accessible toute égalité qui n’est 
pas obligatoire (nous dirons que les relations d’inégalité sont 
fermées), si les relations (1) sont vérifiées simultanément sur une 
suite dintervalles %,, Voy...) Un» ... tendant vers un intervalle limite 
non nul b,, ces mémes relations sont vérifiées sur %, (il n’est nulle: 
ment nécessaire de supposer pour cela que les 4; soient parmi les 
intervalles 9 donnés) ; 2° les relations (1) étant linéaires et homogènes, 
aux premiers membres par rapport aux variations des /,, aux seconds 
membres par rapport à la variation de a, s: ces relations sont vérifiées 
sur deux intervalles adjacents xx’, x'æ", elles sont vérifiées sur l’inter- 
valle constitué par la réunion des deux précédents. Nous conviendrons 
de dire que les deux points æ, æ' sont associés | sous-entendu : selon 
les relations (1)]. Notre première remarque nous donne en par- 
ticulier cette conséquence que l’ensemble des associés d’un même 
point est fermé (en considérant chaque point comme associé à lui- 
même). La seconde remarque exprime que si x et æ’ d’une part, x’ 
et x’ d’autre part, sont associés, il en est ainsi de x et de x”. bt 
Au cas où les intervalles 9 sont les contigus d’un ensemble fermé E, 
nous n’envisagerons de points associés que sur E. Mais nous repren- 
drons ce cas, une fois le premier traité. : 
Soit 5, le point du segment ab le plus éloigné de a et associé à a. 
Si aucun point intérieur à ab n’est associé à a, b, devra être consi- 
déré comme coincidant avec a. Sinon, l’ensemble des associés de a 
étant fermé, l’un d’eux (sur ab) est à la droite de tous les autres, et 
c’estb,. a et b par hypothèse n'étant pas associés, 5, n’est pas en b. 
De plus (sur le segment ab) nul point b’ à droite de b, ne peut être 
associé à, sans quoi a et b’ seraient associés, et b'serait plus éloigné - 
de a que b,, ce qui est impossible. Sur le segment d, 5, soit a, l'associé - 
de à le: plus éloigné de lui. Ce point pourra ètre à lui-même, si 6 n'a. 
pas d’associé entre b, et b. Ce point ne pourra pas, comme nous venons 
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de le voir, coincider avec b,. b, et a, seront les points extremes de 
l’ensemble parfait à construire P. Entre à, et a, il existe des inter- 
valles 9. Leurs extrémités sont associées. Donc, la distance inté-. 
rieure des couples de points associés compris simultanément entre bo. 
et a, possède un maximum positif. Ce maximum est atteint 
(1e remarque) par l’un au moins de ces couples. S'il est atteint par 
plusieurs, ceux-ci forment un ensemble fini ou infini, en tout cas 
fermé, possédant un élément le plus à gauche et un élément le plus à 
droite. Désignons par exemple le premier par a,, b,, et soit wu, l'inter- 
valle limité par ce couple de points. Si donc « et a’, situés entre à, et ay, 
sont associés l’un à l’autre, on a, ou bien æ'—x<u,, ou bien 
g'—æ—u, avec x >a,.a,n'est pas en Jy, sinon b, admettrait b, pour 
associé. De même b, n'est pas en a,. Le segment a,b, est donc 
intérieur à b,a,. Toujours pour des raisons analogues, a, n’a pas 
d’associé situé à la fois à sa gauche et à la droite de à, (il pourraiten 
avoir entre a et b,, mais ces points-ci ne seront plus-considérés et 
peuvent être regardés comme supprimés de ab). De même, ni b,. 
ni a, n’ont d’associé situé entre eux. Sur b,a, et sur b,a, respecti- 
vement, nous répétons l'opération faite sur b, a). | 
Supposons définis les segments a,b, ou u,, a,b, ou Uy, ..., An, On 
ou w,_,, intérieurs à b,a,, deux à deux sans points communs. Les 
(n — 1) intervalles u;séparent, sur b,a,, n segments 0,, 2x, +++» D, Savoir 
b,a;, bjay, ..., b,a,. Nous supposons a,, et b, associés (m<n —1) 
et présentant une certaine propriété de maximum de distance. En 
particulier, &,, n’a pas d’associé sur le segment », dont il est l'extré- 
mité droite, ni b,, sur le segment p,., dont il est l'extrémité gauche. ‘ 
Sur chaque segment p; (An) il existe par hypothèse des inter- 
valles 9 intérieurs à lui. Il y a donc des couples associés, agrégés 


Rig. 1. 
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à ?4 D'ailleurs tous ces couples sont intérieurs à pas “Cary? Hrs 
l’une ni l'autre des extrémités de en -n’a, sur le segment Pas 
d’associé distinct. d'elle-même. Tous .les couples. intérieurs aux : 


divers , ont donc une distance intérieure maximum non, 


as ee 
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nulle, et atteinte par l'un au moins d’entre eux, d’ après notre 
première remarque. Enfin, d’après cette même remarque, si elle est 
atteinte par plusieurs couples, l’un de ceux-ci possède une extrémité 
à gauche de toutes les autres. C’est le seul couple remplissant toutes 
ces conditions que je désigne par a,, b,. Il est complètement intérieur, 
comme nous venons de l'expliquer, à un certain segment p, ou b,4,. 
L’intervalle a,b, ou u, sépare dans Pi deux segments b,a, ne a 
a, n’a aucun associé sur le premier ni b, sur le ee I 7 même 
visible qu’aucun des quatre points b,, a,, b,, a, n’a d’associé sur l’un 
ni l’autre des deux segments. Pour à, a,, c'est notre hypothèse. Pour 
An, On, C’est la conséquence de Ja propriété de longueur maximum 
de u,. L'opération, commencée pour la valeur 1 de 7, se continue 
indéfiniment sans arrèt possible et nous conduit toujours à des inter- 
valles a,b, satisfaisant aux conditions posées. Ce serait, notons-le, 
une erreur de penser que a,b, est nécessairement un intervalle ©. Nous 
faisons simplement appel à l'existence de cette famille 9 pour nous 
assurer de la validité, sur tout segment p, d’un maximum positif pour 
la distance des couples associés intérieurs au segment. Observons de 
plus que l'intervalle w,, à chaque suppression nouvelle dans b,a, d’un 
intervalle w,,(m<7), u, est à chacun de ces moments compris dans un 
segment p conservé. Donc, d’après la règle présidant au choix des u,, 
tous les u,, sont au moins égaux à &,. Les u, ne vontjamais en croissant 
avec leur indice. Leur longueur tend évidemment vers zéro. 

Je dis que les intervalles a,b, ou u, sont contigus à un ensemble 
parfait discontinu. En effet, ils sont deux à deux sans points intérieurs 
ni extrêmes communs. Donc les points qui ne sont intérieurs à aucun 
d’eux forment un ensemble parfait P. Je dis que P est discontinu. 
Sinon, P contiendrait un segment a8. Ce dernier ferait partie, 
quel que fût », de l’un des segments p, conservés après suppression 
de u,,u,,...,u,_, dans bay. Mais «B contient un certain intervalle 9. 
Ce dernier, toujours. intérieur à p,, serait au moins égalé par u,, quel 
que fut 7, ce qui est absurde. 

La premiére conclusion de l'énoncé du théorème est l'exactitude des 
relations (1) entre les extrémités de chaque w,. En effet, a, et 6, sont 
associés par hypothèse. Nous verrons un peu plus Fe que, si ces 
relations sont toutes des inégalités (fermées), l’une au moins de ces der- 
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nières fait place sur w, à l’égalité. La seconde conclusion est qu ‘aucun 
des intervalles wu, ne peut être déplacé d’une quantité infiniment petite 
eten même temps augmenté de longueur, ses extrémités restant asso- 
ciées. En effet, u, “one la Dr maximum des intervalles 
agrégés à o;, soit b,a,, et où les relations (1) sont vérifiées. Si donc ô, 
est la plus petite des distances a, — b, et a, — b,, il est impossible, 
sans déplacer d'au moins 6, l’une ou l’autre des extrémités de linter- 
valle, d'augmenter sa longueur, ses extrémités restant associées. 
Remarquons cette propriété, un peu moins précise que la précédente : 
chaque point de première espèce de P est dépourvu d’associés 
infiniment voisins de lui et situés par rapport à lui du même côté. 
que l’ensemble P. A cause de la propriété de maximum présentée 
par chacun des u,, on peut considérer P comme un ensemble mini- 
mum. Ceci ne veut pas dire qu'il n'existe pas d’ensemble parfait 
jouissant de propriétés analogues à P, ni de mesure moindre que lui. 
C’est d’une sorte de minimum relatif (et descriptif) qu'il s’agit. 


1 bis. Supposons maintenant que les à soient les contigus à un 
ensemble fermé E d’extrémités a et b, et montrons la possibilité, si 
toutes nos hypothèses sont exactes, de placer P dans E. Nous ne consi- 
dérons de points associés qu’appartenant simultanément à E. La pre- 
mière remarque peut se préciser ainsi: si une suite d’intervalles 4,, où 
les relations (1) sont vérifiées, et dont les extrémités font partie de E,. 
tend vers un intervalle limite L,, les extrémités de 4, sont agrégées 
à E (supposé fermé), et sont associées selon les relations (1). Il en. 
résulte que les associés (sur E) d’un même point M (de E) forment un 
ensemble fermé (en y comprenant M), donc que les couples de points 
associés agrégés à un même segment (et à E), ont une distance inté-- 
rieure maximum atteinte par au moins l’un d'eux, et que, parmi tous 
les couples possédant un même éloignement mutuel donné, l’un à 
l'extrémité le plus à gauche, un autre a l'extrémité le plus à droite. 
La seconde remarque garde aussi sa validité, si on l’applique à deux 
couples de points associés æ, x’ et x’, x”, agrégés à E. Le couple x, x” 
est encore associé et agrégé à E. 

Soit done 6, le point (de E), distinct de a ou confondu avec 
lui, associé à a et le plus éloigné possible de a. b, est distinct 
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de b, a et b étant non associés. Il est essentiel d'observer que &, 


, , LV Fi , . . . < Ë 
nest pas extrémité gauche d’un intervalle z contigu à E; sinon, 


chacun de ces contigus étant un intervalle o, l'extrémité droite de z 


_Serait à la fois associée à a selon les relations (1) et agrégée à E. Donc, 
6, aurait été obtenu par erreur. Donc, b, est limite de points de E situés 


a sa droite. Nous définissons a, comme étant (sur E), entre b, et b, 
l’associé de 6 le plus éloigné de b, si b admet au moins un associé, 
sinon nous prenons a, = b. Dans tous les cas, a, est limite de points 
de E situés à sa gauche. De là résulte le fait essentiel qu’il y a une infi- 
nité d’intervalles o intérieurs à 6,a,. Nous définissons u, comme étant 
l'intervalle le plus long et, en cas d’ambiguité, le plus à gauche, joignant 
deux points (de E)associés et compris entre b, et a,. a,, b,, extré- 
mités de u,, sont intérieurs au segment b, a). L'opération se continue 
comme dans le premier cas. Ayant défini et retranché de b,a, les 
intervalles a,b, ou u,, ..., a, ,b, , ou u, ,, nous avons laissé 
sur b,a,,n segments p,, ..., p, Ou b,a;, b;az, ..., bas, limités par des 
points de E dont aucun n’a d’associé sur le segment o qu’il borne. A 
cause de ceci, chaque segment p contient une infinité de points de E 
admettant les deux extrémités de p pour points limites. p contient done 
une infinité d’intervalles z, donc une infinité de couples associés. a,, b, 
sont le couple associé, intérieur à un même segment p, présentant le 


. plus grand éloignement mutuel possible, et en cas d’indétermination, 


placé le plus à gauche. Si a, b, est contenu dans p; ou b,a,, a,, n'ayant 
pas d’associé entre b, et lui-même, est limite de points de E situés à 
sa gauche. De même, b, est limite de points de E situés à sa droite. 
Ceci justifie cette observation, dont l’exactitude est vraie a fortiori 
dans le premier cas où il existe des 9 à l’intérieur de tout intervalle par- 
tiel de ab, que si les relations (1) sont toutes des inégalités fermées, 
sur &, l’une au moins de celles-ci fait place à l'égalité. Si ces relations 
sont par exemple VR(F,)£a,, VR(F,)2%, ..., il est impossible que, 
sur un intervalle maximum &,, nous ayons les inégalités VR(F,)< «,, 
VR(F,) >a, ..…., sans un seul signe d'égalité. Car, à cause de la conti- 
nuité des F;, il existerait un segment s, d'extrémité droite a, et un 
segment s, d'extrémité gauche 6,, tels que tout point de s, serait 
associé à tout point de s,, selon les inégalités précédentes. Donc, 
même dans le cas restrictif où les associés sont obligatoirement 
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sur E, comme a, est limite de points de E situés à sa gauche et que b, 
l'est pareillement pour le côté droit, il y aurait des poss de E dans s,, 
d’autres dans s,, et u, pourrait être étendu jusqu’à eux de part et 
d’autre, contrairement a sa propriéte de minimum. 

Les u,, qui ne croissent jamais en longueur, sont contigus à un 
ensemble parfait P, situé sur le segment b,a,. Je dis que P est agrégé 
à E. Car, si un point « étranger à E appartenait à P, d’une part a serait 
intérieur à un contigu & de E, d’autre part, à chaque suppression 
d’un u,, « serait agrégé à un segment p, conservé. Les extrémités 
de p, appartenant à E, z serait intérieur à 9,. Done, z étant un inter- 
valle 9, u, surpasserait toujours z, ce qui est absurde. Donc, P. est 
agrégé à E. La propriété de minimum de P se précise comme ci- 
dessus, avec cette réserve qu’elle est uniquement relative aux dépla- 
cements sur E des extrémités des u,. De même l’absence d’associés 
à a, et b, infiniment voisins d’eux et situés du côté où se trouve P, 
s'entend pour des associés agrégés à E. 

Observons immédiatement que nos hypothèses se montrent incom- 
patibles si nous supposons l’ensemble E dénombrable. De là résultera la 
première application de ce théorème dont nous rappellerons l’énoncé 
au cours de ce Mémoire, en le désignant sous le nom de « principe de 
la gradation des fonctions continues sur les ensembles par faits ». 


Applications du principe. 


2. ApPLicaTION I. — Une fonction continue, constante dans chaque 
intervalle contigu à un ensemble fermé dénombrable (ou réductible) D, 
est constante sur tout le segment limité par les points extrêmes de D. 


Ce théorème bien connu a déjà été démontré au début de la première 
Partie (9). Établissons-le comme application du principe de gradation. 

Soit f la fonction. Sur chaque intervalle contigu à D, la variation 
de f est nulle. Ces intervalles constituent donc pour la relation 
VR(/) =o une famille © du second type considéré ci-dessus. Si la 
relation VR(/) =o n’est pas exacte entre deux points a et b de D, 
nous avons montré qu'il existe un ensemble parfait P agrégé à D 
et jouissant de certaines propriétés. L'existence de P est impos- 


* 
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sible si D est dénombrable. Donc f(b) = f(a). f prend une valeur 
unique sur D. f étant supposé continu ct constant dans chaque inter- 
valle contigu a D, est constant sur le segment limité par les points 
extrémes de D. 


Un énoncé plus général que le précédent et s’établissant de la même 
manière est le suivant : 


St un système d’égalités ou d’inégalites fermées, linéaires par rapport 
aux variations relatives d’un certain nombre de fonctions, est vérifié sur 
chaque intervalle contigu à un ensemble fermé dénombrable, il est exact 
pour tout intervalle ayant ses deux extrémités sur l’ensemble. En parti- 
culier : 


Deux fonctions qui ont leurs variations (relatives ou simples) égales 
sur chacun des intervalles contigus à un ensemble fermé dénombrable, 
ont leurs variations égales entre deux points quelconques de cet ensemble. 


3. Appiication If. — Reprenons l’étude de la condition VR(f)= 0, 
supposée vérifiée pour une famille © admettant tous les points de ab pour 
points limites. Supposons donc qu’une fonction f, dont les valeurs en 
a et b sont inégales, soit multioscillante dans tout intervalle, j’en- 
tends par là qu’elle ne soit douée d’un sens de variation constant dans 
aucun. Dans un intervalle quelconque af, il y a nécessairement des 
couples de points où j prend la même valeur, sinon /, étant continue, 
serait unioscillante (monotone) sur «8. I1ya donc des intervalles 9 infi- 
niment petits au voisinage de tout point de ab. Supposons, pour fixer 
les idées, À = f(a) inférieur à B= f(b), et construisons, selon la 
relation VR(/)=0, l’ensemble P comme il a été expliqué aux 
pages 135-137. Les couples de points associés sont ceux où la 
fonction prend la même valeur. b, étant le point de ab le plus 
éloigné de a et où f est égal er pica) (Bb, == Are f(a) ZA 
si bb5< x <b. Mais, f étant continu et /(b)=B surpassant A, il 
est impossible que f(æ) soit inférieur à A en un point æ compris 
entre b, et b, sinon, entre a et b, f prendrait la valeur A. Donc 
f(æ) > A dans l'intervalle à, b. De même, a, étant, dans l'intervalle 
b,b, le point le plus éloigné de b où f(x) = B, entre b, et ay, f(x) 
est inférieur à B. Donc entre b, et a,, A= f(b he pene f(a): 
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On a f(a,) = f(b,) =C,. a, et b, étant intérieurs à b,a,, C, est com-. 
pris entre A et B. Le raisonnement fait à l'instant montre que, sur 
l'intervalle b,a,, f est compris entre A et C,, et que, sur bas, f est 
compris entre C, et B. Soit C, la valeur commune prise par f aux 
extrémités a, et b, de u,. U,, Us, +.» u,_, séparent sur ab les segments 
énoncés dans leur ordre de rencontre 9,, 025 «++» Pns OU by a;, bj ay, …, 
b,a,. Supposons établi, comme cela est fait pour n= 2, que: 1° fest 
compris entre A et C; sur l'intervalle 9,, entre C; et C, sur linter- 
valle p,, ..., entre C, et B sur l'intervalle p,; 2° la suite A, C;, 
Cxs +, C;, B des valeurs de f : en b,, puis aux extrémités des 
un,(m<n —1) dans l’ordre géométrique où on les rencontre, et enfin 
en a,, est croissante. Je dis que les mémes régles s’étendent a la 
valeur suivante de n. En effet, si u, est dans p; ou b,a,, f ena, et b, 
est compris entre C, et C, (1% hypothèse). On a done C,<€,<C, 
(2° conclusion). D’ailleurs, entre b, et a,, f qui surpasse C,, ne peut 
être ni égal ni supérieur à C,, sinon b, aurait un associé entre b, et ap. 
Donc entre 4, et a,, fest compris entre C, et C, et de même entre b, 
et a,, f est compris entre C, et C, (1 conclusion). La règle posée 
est donc générale. Nous voyons en particulier que les C, sont distri- 
bués sur l'intervalle AB dans le même ordre mutuel que les u, 
entre b, et ap. 

P, avons-nous vu, est discontinu, parce que les ‘intervalles +, 
où VR( f) = 0, admettent tout point de ab pour point limite. Je dis 
que les ‘C, sont partout denses sur AB. En effet, la variation de f 
est C;—A sur p,, C,—C, sur p,, ..., B — C, sur p,. La plus grande 
de ces variations tend vers zéro pour n infini, puisqu'il en-est ainsi 
de la longueur des segments + conservés à la ni®™ opération (à cause 
de la non-densité de P) et que la continuité d’une fonction est uni- 
forme sur un segment borné. La suite A, Ci; Gy 7. Cp Babee 
nombres A, B, C,, ..., C,_, rangés selon l’ordre de leurs grandeurs 


croissantes forme donc une chaîne dont le pas tend vers zéro avec =: 
n 


Les C, sont donc partout denses entre A et B. A cause de la continuité 
de f, il suit de là que sur l’ensemble parfait P, / prendra au moins 
une fois toute valeur C comprise entre A et B. En effet, C est toujours 
limite de points C,. En tout point limite des extrémités des.u,.corres- 
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pondants, point limite forcément agrégé à P, on a f = C. Soient æ 
et æ (æ<x') deux points de P non simultanément extrémités d’un: 
même intervalle contigu à P. Il y a entre eux une infinité de points: 
de P, et par suite une infinité de segments u, auxquels x et x’ sont 
étrangers. Soit m l'indice de l’un d’eux. La suite w,, wy, ..., Um 
sépare sur b,a,, m+1 segments p;, et æ et +’ sont intérieurs à deux 
segments différents 9, et px entre lesquels se trouve l'intervalle w,. 
Done, f(x) <C,< f(x’). Si A était supérieur à B, le sens de toutes 
les inégalités serait renversé. En résumé : 


St la fonction continue f(x) est multioscillante dans tout intervalle 
compris entre a et b, et prend ena et b deux valeurs différentes A. et B, 
il existe un ensemble par fait discontinu P situé sur ab, et tel que f prend 
sur cet ensemble en général une seule fois, et exceptionnellement deux 
fois (aux extrémités d’un même intervalle contigu à P), les valeurs 
comprises entre À. et B, le sens de variation de f sur P étant constant. 


4, Notons que nos raisonnements ne subiraient pas de grande 
modification, si nous supposions simplement la relation VR.f£o 
vérifiée sur une famille d’intervalles admettant pour limites tous les. 
points de ab, en supposant toujours f(b) > f(a). Nous n’excluons 
donc pas le cas où, dans tout un intervalle, f est constamment décrois- 
sant pourvu que, globalement, il y ait croissance de f quand on passe 
de a à b. D’après une observation faite plus haut (p. 139-140), sur 
chacun des u, correspondant à la relation VRf£o, la variation de f 
estnon pas négative, mais nulle. On voit immédiatement que, entre b, 
etb, f ne saurait prendre de valeurs inférieures à A, ni entre b, et ay, 
de: valeurs supérieures à B,.et,. de proche en proche, que les règles 
des valeurs prises par f Sur p,, Pay +. Pn Sont, pour la relation VR So, 
les mêmes que pour la relation VR f= o dans le dernier paragraphe. 
Les valeurs de f sur P possèdent donc, dans les deux cas, les mêmes 
propriétés. | 


5. En l'absence de toute hypothèse sur le sens de variation 
de f, examinons ce qu'il reste de l'énoncé précédent. Observons 


? 


d’abord que notre définition des points b,, a, résulte simplement 
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de l’inégalité AB, que celle des points a,, 5, exige seulement 
l'existence entre b, et a, d’un intervalle où la variation in J est nulle, 
queu,,..., un, étant placés, pour queu, existe, il faut et il suffit qu'il y 
ait à l'intérieur de l’un au moins des p,, …, pe, un intervalle où Vf = o. 

Si, pour une valeur finie de 7, nous nous trouvons arrêtés dans le 
choix de u,, c’est que f varie dans un sens constant sur chacun des 
segments 9,, .…, Pn et (en supposant À < B), comme la variation de f 
entre les extrémités de chacun des p, est positive, f croît sur chacun 
des o,. Ceux-ci forment un ensemble. parfait P constitué par n seg- 
ments. f prend bien une fois et une seule sur P toute valeur C comprise 
entre A et B, sauf les (n — 1) valeurs C,,..., C,_,, prises chacune deux 
fois. Il y a de plus croissance de / sur P, sauf d’une extrémité à l’autre 
d’un même contigu. L’énonceé est à peine modifié. 

Si, quel que soit x, parmi les p séparés sur b,a, par uy, ..., Up, il y 
en a au moins un où le sens de variation de f n’est pas constant [sur les 
autres segments p, fest croissant, V(/, p) étant positif], alors la règle 
définissant w, comme le plus grand ou, parmi les plus grands, le plus à 
gauche des intervalles agrégés à un même segment p et où la variation 
de f est nulle, cette règle s ‘applique sans arrét. Les points jamais exclus 
forment un ensemble parfait qui ne peut pas contenir un segment a 
où le sens de variation serait non croissant. Car « enfermerait un inter- 
valle } où VR f serait négatif ou nul. Ÿ devrait être au plus égal à u,, 
quel que fût », ce qui est absurde. D'ailleurs, la règle suivante étant 
vraie pour les valeurs prises par f sur les segments p à tout moment 
de l'opération, les valeurs de f sur la partie de P comprise entre u,, 
et u, sont comprises entre C,, et C,. Donc, quexetæ’(x<x'), agrégés 
à P sans être les extrémités d’un même contigu, soient ou non séparés 
par des intervalles u,, on a dans tous les cas f(a) < f(x’). En résumé: 


Quelle que soit la fonction continue f, prenant en a et b les valeurs 
distinctes À et B, il existe sur ab un ensemble parfait P, partiellement 
ou totalement continu ou discontinu, et tel que J prend sur cet 
ensemble en général une seule fois et exceptionnellement deux fois les 
valeurs comprises entre À et B, le sens de variation de f sur P étant 
constant et dirigé de A vers B('). | 


(1) On déduirait de là que la variation totale de la fonction G(u) entre À et B est 


+ « pli DER 
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6. AppLicaTion III. — Supposons qu'une fonction J admette une 
dérivée nulle sur une pleine épaisseur H du segment ab et que f(b) dif- 
fêre de f(a). Soit w la variation relative de f'entre a et b. Donnons- 
nous un nombre positif quelconque € inférieur à | |. Selon que w est 
positif ou négatif, l’une au moins des relations VRf£e ou VRf2— € 
nest pas vérifiée entre a et b. Or, l’ensemble des points où /’ = 0 est 
partout dense sur ab. Chaque point + de H est extrémité, gauche ou 


droite à volonté, d’un intervalle dont tous les points sont associés à x 


selon l’une et l’autre des relations énoneées. Donc ces dernières 
sont vérifiées simultanément sur un ensemble d’intervalles 9 admet- 
tant tout point de ab pour point limite. D’après cela, il existe un 
ensemble parfait P, sur les intervalles contigus duquel la variation 
relative de f est dans le premier cas (w > 0) égale à +e, dans le 
second cas (w < 0) égale à — e, ces intervalles présentant chacun une 
propriété de maximum. En particulier, les points de première espèce 
de P n’ont pas d’associés infiniment voisins du côté de P. Il résulte 
de là que P n’a aucun de ses points de première espèce sur H. 

Je dis que les points de seconde espèce de P n’appartiennent pas 
non plus à H. Supposons, en effet, qu'un point £ de H soit agrégé à P. 
Considérons l'intervalle 9 (¢, £) de centre £ en tous les points x duquel 
ona|/f(a)— f(E)| Le|æx—EË|, et l'ensemble des segments 9,, 02, -++5 Pn 
conservés sur b,a, après extraction de u,, uz, ..., Up. §, agrégé 
à P, est dans un segment p, compris entre deux intervalles u,, et u,. 
L’extrémité droite de uw, (elle est à gauche de £) n'appartient pas au 
segment 9 (€, €), sinon b,, serait associé à & (quel que fût le signe de), 
et u,, pourrait, sans atteindre aucun des intervalles d'indices infé- 
rieurs a7, être prolongé jusqu’en § à droite, ce qui est contraire à la 
définition de u,. Donc, les segments u,, et 9(e, £) sont sans points 
communs. Il en est de même de u,et o(e, £). Donc, quel que soit n, 
le segment 9(¢, £) est intérieur à un segment conservé ¢,, ce qui est 
absurde, P étant discontinu. Donc, tous les points de P sont étrangers 
à H. Donc, P a une mesure nulle. 

Soit « un nombre compris entre o et w, donc du signe de w. Formons 


égale à la variation totale de G[F(x)] sur l’ensemble parfait P, et par suite au plus 
égale à la variation totale de G[F(x)] sur ab, ce dont la preuve directe est immédiate. 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXII, — Mar 1916. 19 
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la différence f, = f — ax et, pour fixer les idées, supposons w positif, 
f, a pour dérivée — a sur une pleine épaisseur de ab. Les rela- 
tions VRf< et VR/,<o sont vérifiées ou non simultanément. En. 
particulier, elles sont par hypothèse inexactes pour le couple (a, b). 
D'après les résultats de notre seconde application, nous pouvons. 
énoncer le théorème suivant : 


Si une fonction f, dont la variation relativé entre a et b est un 
nombre w différent de zéro, possède une dérivée nulle sur une pleine 
épaisseur de ab, quel que soit le nombre « compris entre o et w, il existe 
sur ab un ensemble parfait mince P tel que la fonction f,= f — “x 
prend les mêmes valeurs aux extrémités de tout intervalle conligu à P, 
et prend une seule fois toute autre valeur comprise entre f, ( a)et f, (b), 
le sens de variation de f, sur P étant constant ('). 


7. Il n’est point inutile de préciser ici le sens du principe de gra- 
dation Désignons sous le nom d’intervalles d, tous ceux dont les 
extrémités sont deux points associés. Les intervalles o sont des inter- 
valles Ÿ particuliers, donnés pour fonder les raisonnements du prin- 
cipe de gradation. Ce serait une erreur de croire que l’ensemble P est 
constitué dans le premier cas (les intervalles 9 admettant tous les 
points de ab pour limites) uniquement de points étrangers à tous ‘les 
intervalles à, c’est-à-dire intérieurs à nul d’entre eux. Ce serait même 
une erreur de penser que les points de ab intérieurs à une infinité 
d'intervalles 4 infiniment petits sont nécessairement exclus de P. 
L'application IV concerne, en effet, un cas où tout point de ab est 
placé dans les conditions précédentes, c’est-à-dire est intérieur à une 
infinité d’intervalles Ÿ infiniment petits. Et cependant, dans ce cas-la, 
P existe, car l'intervalle ab n’est point lui-même un intervalle 4. Pour 
que l’idée critiquée devint exacte, il suffirait que, si deux intervalles Ÿ 
empiètent l’un sur l’autre, l'intervalle formé de leur réunion fat lui- 
même un intervalle ÿ. II n’en est rien en général, ni même dans l’appli- 
cation III. Mais dans ce dernier cas, il est possible de choisir les 7 
[nous prendrons pour cet emploi les 9(&, e) de la page 145], de façon 
en te a Is Sr oir Se ORI rcs SETS 


(*) On trouvera dans le Traité d’ Analyse (t.1) de M. de la Vallée Poussin des consi~, 
dérations présentant des analogies avec celles-ci, — ; 


TOTALISATION DES NOMBRES DÉRIVÉS NON SOMMABLES. 147 


que la réunion de deux intervalles soit toujours un intervalle v, et 
l’on peut alors obtenir un ensemble P remplissant les conditions du 
principe de gradation et inclus dans l’ensemble fermé E des points 
étrangers à tous les ©. 

Soient 9, et 9, ou x, x, 7,&,, deux intervalles 9(&, e) sur lesquels 
on a respectivement | 


eA le ble) —/(h)lcele El 


Si x, est extérieur ao, et à sa gauche, si x, est extérieur à o, et à sa 
droite, le milieu €, de 9, est à gauche du milieu de æ, æ!, qui est a 
gauche du milieu € de 9,. Donc & est à gauche de &,. Si 9, et o, se 
recouvrent partiellement, il y a un point € intermédiaire à &, et £, et 
intérieur simultanément à ¢, et a 9,. La variation relative de f est 
alors comprise entre —e et + € sur chacun des intervalles x, £,, ©, Z, 
Gé, 6%, Donc æ,, &,, €,, x, forment une chaîne de points associés. 
On étend immédiatement ceci à une suite d’un nombre quelconque 
d’intervalles o dont chacun empiéte sur le suivant. On en déduit que 
les contigus 9’ à E ont pour extrémités des couples associés. En appli- 
quant aux 9’ la seconde forme du principe de gradation, on aboutit à 
un ensemble P parfait mince étranger à tous les © (£, e). Dans l’appli- 
cation IV, rien d’analogue ne subsiste, en l’absence d’une famille 
apparente d’intervalles 9 ne pouvant empiéter l’un sur l’autre sans 
que leur réunion forme un intervalle 4. 


8. ApPpuicarion IV. — Soit une fonction f variante et possédant en 
tout point, pour un côlé au moins, un dérivé médian ou extrême nul. 
Nous avons construit dans la première Partie (p. 209) une fonction 
satisfaisant à ces conditions et variant dans tout intervalle. Notons, 
d’après les résultats de la première Partie (n° 32), que l’ensemble des 
points où le dérivé (médian ou extréme) zéro existe de chaque côté, 
est un résiduel, le complémentaire, où ce dérivé n'existe que d’un 
seul côté, étant par suite gerbé. Mais la mesure de ce dernier peut 
être non nulle. Il peut même a prior: constituer une épaisseur pleine. 

Selon que zéro est en æ, un dérivé (médian ou extrême) droit ou 
gauche de /, il existe, pour toute valeur positive de ¢, un intervalle 
admettant a, pour extrémité gauche ou droite, et sur lequel la variation 


1 < ‘ a PL 
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relative de f est comprise entre — « et + e. A cause de la continuité | 
def, les extrémités de cet intervalle peuvent être déplacées légèrement 
l’une et l’autre, et alors il est évident que tout point x, est intérieur à 
un intervalle de dimension aussi réduite que l’on veut et dans lequel 
— e<NVRF< + ec. D'après un théorème de MM. Borel et Lebesgue, 
on pourrait choisir une suite dénombrable de ces intervalles, tendant 
vers zéro en longueur, et telle que tout point fût intérieur à une infi- 
nité d'éléments de la suite. Mais ces intervalles, dont on peut faire la 
famille © considérée dans l’étude générale, ne nous sont d’aucun 
secours pour caractériser P, comme nous l’avons dit au paragraphe 
précédent. 
 fn’étant pas constante, il existe un couple de points a et b où elle 
ne prend pas la même valeur. Supposons (a) < f(b) et soit w la 
variation relative de / entre a et b. € étant un nombre positif quel- 
conque inférieur à w, il existe sur ab, d’après le principe de 
gradation, un ensemble parfait discontinu P dont les intervalles 
contigus donnent à / la variation relative « et présentent une pro- 
priété de maximum. En particulier, les extrémités d’un intervalle 
contigu à P n’ayant pas d’associés infiniment voisins, et inférieurs 
pour l’extrémité gauche, supérieurs pour l'extrémité droite, nous 
sommes certains qu'il ya un dérivé nul, au premier point seulement 
à droite, au second point seulement à gauche. Cependant rien ne 
prouve que la construction générale suivie pas à pas ne nous four- 
nirait point un ensemble P épais. Mais par une autre voie, nous abou- 
tirons à un ensemble parfait mincé, remplissant les conditions du 
principe de gradation. 


_ 9, Supposons simplement que le dérivé médian ou extrême zéro 
existe, pour un côté au moins, sur une épaisseur pleine et non pas 
nécessairement en tout point. Soient E l’ensemble des points compris 
entre a et b où un dérivé médian ou extrême droit est nul, E’ l’en- 
semble des points où un dérivé gauche est nul. E et E’, s’ils sont 
partout denses, sont des résiduels (1° Partie, n° 32), et alors, ils ont en 
commun un résiduel dont la mesure peut étre positive (ce résiduel 
peut même constituer une épaisseur pleine, comme dans l’exemple 
de la page 209, 1"° Partie). Dans tous les cas, la réunion de E et de E’est 
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une épaisseur pleine. Nous substituons d’abord à a et à b les points b, 
el a, associés respectivement à a et à b selon la relation VR/=« et 
extrêmes, le premier vers la droite entre a et b, le second vers la gauche 
entre 6, et b. b, n'appartient pas à E, ni a, à E’. L'un au moins des 
deux ensembles E et E’ a surb, a, une épaisseur moyenne au moins égale 


à = Supposons que ce soit E. L'opération que nous effectuerions à 
partir de EF’, si l'épaisseur de E était inférieure à = serait la même en 
échangeant simplement entre eux les côtés droits et gauches des 
points, et entre elles, les extrémités des intervailes. Prenons dans E 
un ensemble parfait E, ne contenant pas a, (ni certainement b,) et 
d’épaisseur sur 6,a, au moins égale à = i Partie, n° 18). Soit y, 
l'extrémité gauche de E,. En y,, un dérivé médian droit étant nul, il 
existe, à droite de y, et à gauche de a,, un nombre x, tel que 


S (21) —f (1) <8 (41 — y). 


_Nous désignons par §, la borne à droite des points de b,a,, tels 
que æ,. B, n’est pas en a, qui n’a pas d’associé à sa gauche selon la 
relation VRf£e. 8, étant intérieur à b,a,, ona 


f(B:) dti) = e(B,—71)- 

8, n'appartient pas à E nia fortiori à E,, sinon f aurait en 6, un dérivé 
droit nul, et 6, ne serait pas la borne à droite des æ,. 8, est dans 
un intervalle contigu ou semi-contigu à E,. Plaçons-nous dans le pre- 
mier cas. Soit y, l’extrémité droite de cet intervalle. En y, il ya un 
dérivé droit nul, donc des nombres æ,, compris entre 5 et do, et tels 
HUE SN ENT Reins }hir 2h Ç 
ep SF (La) — FP y2) LE (T2 — Y2)- 
Soit By leur borne à droite. On a 

| F(B2) — F{y2) = & (B2— 72)- : 


8, est dans un intervalle contigu à E,, etc. On continue ainsi. Il est 
impossible, comme nous l’avons montré dans le: Second Théorème 
(re Partie, p. 178), qu'il y ait une infinité de points y,n1 Pr tendant vers 
un point étranger à E,, ni vers un point de E, situé en deçà de la borne. 
à droite imposée aux associés x; des points. y;. Cette dernière borne 


RE Ulis 


150 ARNAUD DENJOY. 


étant a», point étranger à E, par hypothèse, I’ indice 7 ne surpasse pas 
une certaine valeur m pour laquelle {,, est compris entre l’extrémité 
droite de E, et a,. 

Fig. 2. 


82 


"Banas hm 
re a Tor 


Ter Qo ' 


8; _, ne possède pas, selon la relation VR/<e, d’associé à sa droite 
sur b,a,. (Nous considérons 8, comme confondu avec b,.) On a 
donc VR/ > € sur l'intervalle 8,_, y; agrégé à un intervalle contigu de E 
avec communauté de l'extrémité droite. Mais rien ne prouve que dans 
ce mème intervalle B;_,y;, y: n’ait pas d’associé selon la relation 
VR/<e. y;, tout en appartenant à E, peut avoir un dérivé gauche nul 
et par suite des associés infiniment voisins de lui à sa gauche. Mais, 
même en l’absence d’un dérivé gauche (médian ou extrême) nul, rien 
n’empêche y; d’avoir, entre 6;_, et lui-même, un associé à distance finie. 
S'il n’en existe pas, nous ne modifierons pas y;. S'il y en a un seul, 
soit a; celui-là, et s’il y en a plus d’un, soit a; le plus à gauche de tous, 
bien entendu sur le segment B; ,y;. «; est intérieur à ce sept s’il 
n’est pas en y;, car y; et B;_, ne sont pas associés. On a 


== VR(&;, Yi) =VR(az, B:). 


4 


Nous substituons «; à y; dans tous les cas, pour ¢=1, ..., m. 
Nous avons alors des segments b,a,, B, a2, ..., Bas, ou Oy, Toy «ee, 
Om14, que nous conserverons, et séparés par des intervalles à sup- 
primer «,8,, «,f,, ..., «,6,, OU W,, ..., Mm, auxquels tous les points 
de E, sont intérieurs ou (quand «; coincide avec y;) extrémités 
gauches. De plus, sur chacun de ces intervalles «;8;, la relation VR/=e 
est vérifiée. Sur chacun des segments B;a;4,, ... OU G4), .., In’y 
a pas d’associés à B; (ni à &;,,) suivant la relation VR/<e. Posons 
f—sx=f,. Les deux relations VR/£eet VRf,£o sont équivalentes. 
Si f(b.) =A’, f(a.) =B’, on a A’<B’. Nous avons VR/, =o sur w,. 


Sur l'intervalle o; ou D nous avons f(Bi) << f, <'fi(au). 
Done, C; étant la valeur de / aux deux extrémités «, de dew;,ona 


A'<C rec, Lo int 


Ke sur a; CG, < f, <C!. Enfin, les ©; renfermant E,, leur Saltese 


an: vue DE ÉD DE, 


R 
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totale sur D, a, surpasse x Les segments conservés a, ont donc sur b, a, 
une épaisseur totale inférieure à 7 

Sur chacun des segments 5;, à l'intérieur duquel ses extrémités 
sont dépourvues d’associés selon la relation VR f'£e, nous opérerons 
comme sur b,a,, en appliquant au plus épais des ensembles E et E’ 
la construction précédente, mot pour mot avec E, en changeant 
avec E’ le mouvement des opérations, les sens où elles progressent 
et régressent. Après avoir traité tous les 5;, il restera des seg- 
ments conservés dont l'épaisseur totale sur b,a, sera inférieure 


à CG) - En continuant indéfiniment, on aboutit à un résidu de seg- 


ments conservés, agrégat parfait de mesure nulle, et pour lequel l’énoncé 
de Vapplication Ul reste exact, quand on y remplace l'hypothèse : 
« sur une épaisseur pleine, f possède une dérivée nulle », par celle-ci : 
« sur une épaisseur pleine, f possède un dérivé médian ou extréme nul, 
» d’un côté variant indifféremment ». 


La variation simple d’une fonction continue sur un ensemble parfait ('). 


10. Nous allons adopter pour le présent Chapitre un mode d’expo- 
sition synthétique. La clarté, nous semble-t-il, y gagnera. Seule- 
ment l’intérét des développements qui vont suivre n’apparaitra qu'ulté- 
rieurement, avec leur application aux nombres dérivés, application 
qui, en fait, a guidé le progrés de ces recherches. Une notion essen- 
tielle pour la suite de cette étude est celle de « variation d’une fonction 
continue /(x) sur un ensemble parfait P » intérieur à l’intervalle 
d’existence de /. Nous définirons ensuite les termes de « variation de f 
autour de P », de « variation totale de f sur P ». Ce sont deux expres- 
sions qu’il faudra soigneusement distinguer de la première. En cas de 
confusion à craindre, la première sorte de variation sera HAE de 
simple. 


EE  ——— ——_———————— 

(1) Nous ne considérons la variation simple des fonctions que sur les segments linéaires 
et sur les ensembles parfaits totalement discontinus. A partir de ces deux.cas extrêmes, 
il serait facile de résoudre toutes les questions analogies poles aux ensembles parfaits 
. partiellement discontinus. 
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Soient a et b les points extrêmes de P. Donnons un indice pater | 
propre à chaque intervalle uw contigu à P. Calculons la variation V, de f 
entre les deux extrémités a, et b, de u,. Rappelons les notations 


Vif, a, 6) =(a Vb) f= f(b) — f(a). 


(Nous supprimons / pres de V, quand il n'y a pas de confusion possible: 4 
sauf expresse indication contraire, nous supposons toujours a inférieur 

à b). Retranchons du segment ab, m intervalles contigus à P quel- 
conques. La somme de variations de f sur les m+1 segments p 
restants est égale à f(b) — f(a) diminué de la somme des V, relatifs 
aux m contigus extraits. Pour que cette somme tende vers une limite 
unique, ne m croît, sous la seule condition que la longueur du plus 
grand contigu non supprimé tende vers zéro, il faut et i suffit que la 
série V, soit absolument convergente. D’après ceci, nous dirons que la 
fonction f a sur P une variation définie ou non définie, selon que la 
série V, est ou non absolument convergente. Si la variation de f sur P est 
définie, nous lui attribuons pour valeur la différence V(a, b) —EV,. 

Nous désignerons ce nombre par l'expression V(f, P) où nous sup- 
primons l’une ou l’autre des lettres / ou P quand il n’y aura pas de 

confusion possible. La limite de la somme des variations de / sur les 9 

est unique et finie [et vaut V(/, P)] ou non, selon que V(/, P) est ou 
non définie. En particulier, si f est croissante (ou décroissante), sa 
variation sur un ensemble parfait est définie et non négative (non 
positive). | | 

. Considérons un ensemble parfait P quelconque. Si la variation dé f- 
sur P est définie, elle l’est sur toute portion & de P, car les intervalles: 
contigus à & sont contigus à P; la série des variations de / dans les 
contigus à & est donc constituée avec une partie des termes de la 
série PE variations de / dans les contigus à P, et celle-là est abso- 
lument convergente si cette dernière l’est. | 

Nous dirons que la variation de fest constamment nulle sur P, si 
elle est définie et nulle sur toute portion de P. 


AL. La condition nécessaire et suffisante pour que à ait une variation 
constamment nulle sur un ensemble parfait P, est que, st m croil, la somme 
tende vers séro, des variations absolues de 'f sur les .m +1 segments Pi 
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demeurant, quand on a extrait, du segment joignant les extrémités de P, 
m contigus quelconques, le plus grand contigu non extrait étant infi- 
niment petit. Moyennant cette dernière précaution, il est évident que, 
les contigus étant numérotés dans un ordre quelconque indépendant 
de m, le rang à du premier contigu non extrait croît avec m. 

w, étant un nombre défini pour chacun des u,, nous désignons 
comme antérieurement (1"° Partie, 10 bcs) par (xx), (à énoncer : 
somme entre x et x’ de w,) la somme des nombres w, affectant les 
intervalles u, entièrement compris entre les points æ et a’. La 
condition énoncée est évidemment suffisante. Montrons qu’elle est 
nécessaire. En effet, si V(/, s) existe et est nul sur toute portion & 
de P, la variation de f entre deux points £, £’ de P est (£L2’)V,. 
Elle est moindre en valeur absolue que (€Z&’)|V,|. Donc, si nous 
supprimons m intervalles contigus à P, sur les segments restants 
entre les extrémités de P, les variations absolues de f ont une somme 
inférieure à ce qui reste de la série | V,| quand on en retranche les 
u premiers termes. vu. étant infini avec m, cette somme tend bien vers 


, I 
Zero avec —- 
m 


A1 bis. Je dis que, sz /a variation de f sur P est constamment nulle, la 
variation de f sur tout ensemble parfait Il agrégé a P est définie et nulle. 
En effet, soient & et & les extrémités de II, y, 0, ou ©, un contigu à IT, 
®,, la variation de f sur w,, et toujours V, la variation de f sur u,. 
voret Ô,, étant agrégés a P, et la variation de f sur toute portion de P 
étant nulle, on a 


AS) — f(ym) == ( pore) Va 


Donc, les variations ®,, de f sur les w,, contigus a II sont, ou bien des 
termes de la série V, quand w,, coincide avec un contigu u, de P, ou 
bien des groupements infinis de ces termes quand ,, contient une 
portion de P. Comme chaque w, compris entre & et &’ appartient à 
un w,, et à un seul, tous les termes V, correspondant à ces u, figurent 
une fois et une seule dans l’un des termes ®,,. Donc, la série ®,, est 
absolument convergente et a même somme que la série des termes V, 
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considérés. fa donc une variation définie sur IT et l’on a 
(EZE)Vr= (ÈZE') D. 


Or, le premier membre de cette relation est f(E)— SE). Hi ps 
variation de f sur IT est nulle. 


12. Si deux ou plusieurs fonctions f,, fr, -.., fp Ont une varialion 
définie sur un ensemble parfait, il en est de mème de toute fonction 
linéaire formée avec elles «,/,+...+%fp=/ et la variation V(f) 
de cette dernière est «, V(f,) +.. ess (f,). Car cette dernière 
relation est vraie pour tout intervalle, ce qui entraine la convergence 
absolue de la série V(f, u,), et l’expression de V(f). St F est une 
fonction composée de f,, fx, .-.» f,, possédant des dérivées partielles du 
premier ordre continues, d'après la formule des accroissements finis, 
V(F, u) est une somme de produits A;V(/;, u), les A; dépendant 
des /; et de l’intervalle uw, mais étant bornés si P l’est. De 1a résulte 
que F a une variation définie sur P. 


12 bis. Si les f; ont chacun une variation constamment nulle sur P, 
il en est de méme de F. On appliquera pour le voir, la formule rappelée 
à l’instant en y remplaçant uw par les segments séparés par les n 
premiers contigus et faisant croître » indéfiniment. Le résultat décou- 
lera de la condition montrée plus haut (11) des fonctions à variation 
constamment nulle sur P. En particulier, 7g, f — g remplissent cette 
condition s’il en est ainsi de fet de g. 


13. Soient toujours P l’ensemble parfait, a et b ses extrémités. Les 
intervalles contigus à P étant rangés dans une suite unique, soit 
V, la variation de / sur le ne, savoir u,, d’extrémités a, et ba. La 
série V, est supposée absolument convergente. Posons 


g(æ) = f(a) te (aZz)V,+ o[ f(x) ey 


w étant nul si æ est sur P et égal à un pour a, x <b, La fone- 
tion g(a) est continue (I Partie, 11). Sur tout intervalle contigu à P, 
g a la même variation que f. Donc la variation de g sur P est définie. 
D'ailleurs l'expression de g montre que sa variation entre deux x points 
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quelconques de P égale la somme des variations de g sur les contigus à P 
situés entre ces deux points. Donc, g a une variation nulle sur toute 
portion de P. Posons f= g +h. À est continu et constant sur chaque 
contigu à P. Une telle fonction a pour variation zéro sur tout contigu 
et semi-contigu à P: Donc, sa variation sur P entre deux points 
quelconques « et a’ du segment ab est définie et égale à sa variation 
linéaire entre æ et x’, soit h(a’) — h(a). La variation de f sur P entre 
deux points quelconques x et x’ du segment ab, étant égale à la somme 
des variations de g et de k, est donc h(a’) — (x). f est décomposée 
en la somme de deux fonctions, l’une g ayant sa variation constamment 
nulle sur P, l’autre h constante sur chaque contigu à P. 

Il en résulte que sur tout ensemble parfait Il agrégé à P, la varia- 
tion de f est définie en même temps que celle de h, et, quand l’une et 
l’autre sont définies, elles sont égales. Car la variation de g sur II est 
définie et nulle (11 dis). Nous verrons que la variation de f peut être 
non définie sur certains ensembles parfaits IT agrégés à P, bien 
que V(f, P) soit définie. 


13 bis. On a 
h(a)=0, h(b)=f(b)—f(a) —(a2b)V, — À, 


‘A étant la variation def sur P. Notre hypothése est que An ‘est pas nul. 
Appliquons le principe de gradation (application II) à la fonction con- 
tinue A, constante (VRA =o) sur chaque contigu à P. Il existe un. 
ensemble parfait II, agrégé à P, tel que : 1° aux extrémités a, 6 de II,, 
les valeurs de A sont respectivement les mêmes qu’en a et b, ce sont 
donc.o et A; 2° aux extrémités d’un même intervalle contigu à I, 
h,prend la même valeur; 3° A est croissant sur IT, si À est positif, 
décroissant dans le cas opposé. | 
La variation de A sur un contigu © à IL, étant nulle, la variation de h 
sur IE, est définie. De plus, toujours d’après V (2, w) =0, la variation | 
de A sur II,, entre deux points &, & de II, est égale a la différence 
h(&) —h(&), (sans que / soit en général constant à l'intérieur des con- 
tigus de IL, quand ceux-ci renferment une portion de P). Donc, entre ¢ g 
et & la variation de f sur II, est A(E') — A(Ë). Comme ce nombre est 
non nul et a le signe de A, sur toute portion de II, la variation de f est 
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définie, et douée du signe de la variation de f sur P. Cette détermination 
de l’ensemble II, aura une grande importance pour le cas des 
ensembles P minces. 


14. Il pourrait se faire que la variation de f, sans être définie pour 
la totalité de P, le fat pour certaines portions de P, de méme qu’en 
choisissant convenablement une infinité d’éléments d’une série diver- 
gente à termes tendant vers zéro, on peut former une série absolument 
convergente. Nous verrons plus loin (n° 36) les conséquences à 
tirer, pour les dérivés de /, de l'hypothèse que la variation de f 
n’existe ni sur l’ensemble P globalement, ni sur aucune de ses 
portions. 

Entendons par cette phrase : la variation de f sur P est définie au 
voisinage d'un de ses points M, qu'il existe une portion &(M) de P, 
contenant M entre ses points extrêmes, et où la variation de f est 
définie. Alors, cette variation sera définie pour toute portion de P 
agrégée à &(M). Au contraire, nous dirons que la variation de f sur P 
n’est pas définie au voisinage de M, si la condition précédente n’est 
pas vérifiée; alors, sur toute portion contenant M, la variation de f 
est non définie. Il faut et il suffit pour cela qu'il existe une infinité 


de portions &, (M) infiniment petites avec “ contenant Met où fn’a 


pas de variation définie. 

D'autre part, convenons de dire que, un nombres, positif ou négatif 
étant fixé pour chaque intervalle w, contigu à P, la série s, est absolu- 
ment convergente au voisinage d'un point M de P, s’il existe une por- 
tion &(M) de P contenant M entre ses points extrèmes (nous dirons 
aussi: intérieurement) et telle que la série des s, relative aux contigus 
à &(M), lesquels sont parmi les contigus de P, soit absolument con- 
vergente. Sa | 

Il y a évidemment identité entre les points de P au voisinage des- 
quels f possède une variation déterminée sur P et ceux au voisinage 
desquels la série V, est absolument convergente. 


14 bis. Nous dirons que la variation de / sur un ensemble parfait 
est réductible si cet ensemble parfait contient une portion où la varia- 
tion de f'est définie, 
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Supposons qu'une fonction / ait une variation réductible sur tout 
ensemble parfait. Quel que soit l’ensemble parfait P, je dis que 
l'ensemble H des points de P au voisinage desquels la variation de ve 
sur P n'est pas définie, H est non dense sur P. Sinon H contiendrait 
une portion II, de P. II, serait un ensemble parfait dont aucune 
portion w, ne donnerait une variation définie à f (sinon H ne con- 
tiendrait aucun point intérieur de &,). f ne serait pas réductible 
sun ll: 

Si p fonctions f,,..., f, ont une variation réductible sur tout ensemble 
parfait, il en est de même de toute fonction F composée des précédentes 
et pourvue de dérivées partielles du premier ordre continues. En effet, 
soit P un ensemble parfait quelconque. P contient une portion &, où /, 
a une variation définie, dans l’ensemble parfait &, il y a une por- 
tion w, où V(/,) est définie, etc., dans &,., il y a une portion &, 
où V(f,) est définie. &, est une portion de P. Sur &,, compris dans 
toutes les portions ow; d'indice inférieur à p, f,, ..., f, ont chacune 
une variation définie. D’après un résultat acquis précédemment (n° 12), 
il en est de même de F. Donc Fa une variation réductible sur P. 

Si P est un ensemble particulier tel que, pour chacune des fonc- 
tions f;, sur toute portion & de P il en existe une autre, ou f; a une 
variation constamment nulle, on montre tout pareillement l’existence 
sur & d’une portion ow’ où les p fonctions /; ont simultanément 
leurs variations constamment nulles. Nous avons vu (n° 12 bis) 
qu’il en est alors de même de F sur a’. F satisfait à la méme condition 


que les f;. 


15. Nous envisagerons également l'existence d’une variation de f 
autour d’un ensemble par fait P. Nous dirons que la variation de f autour 
d’un ensemble parfait P est /inze, si la série des oscillations de fsur les 
intervalles contigus à P est convergente. 

Si la variation de f autour de P est finie, la variation simple de f 
sur P est définie a fortiori, mais la réciproque n’est pas nécessairement 
vraie. En effet, reprenons l'exemple III du n° 59 (Première Partie), 
donnant une fonction f : 1° nulle sur un ensemble parfait P épais ou 
non; 2° positive ou nulle, continue et dérivable hors de P; 3° possé- 
dant sur P en tout point, de chaque côté, le dérivé extrème zéro et 
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les dérivés + + à gauche, — 0 à droite, le maximum de / sur le con- 
tigu w, étant un certain nombre Ve f a évidemment üne variation 


définie et nulle sur toute portion de P. Or, si la série Ve, est con- 
vergente en certains points de P, on peut dilater sur chaque u, les 
CT de f de manière que la série des maximums de f sur les u, 
(maximums ¢ égaux à l’oscillation de f sur u,) soit divergente sur toute 
portion de P, ces maximums tendant néanmoins vers zéro avec la 
longueur de 4,, ce qui assure la continuité de /, dont les propriétés 
orales énumérées sont d’ailleurs conservées. 

Le lecteur montrera sans peine que, si une fonction possède une 
variation finie autour de P, la variation simple de f sur P est égale 2 à la 
limite, quand n croit, des sommes des variations de f sur ? segments 
quelconques deux à deux distincts et contenant la totalité de P, 
la distance maximum à P des extrémités de ces segments tendant 
vers Zéro. 

Nous allons maintenant étudier les conséquences remarquablement 
nettes que l’on peut tirer de l'hypothèse que la variation d’une fonc- 
tion f sur tout ensemble parfait est réductible. Nous observerons en 
particulier que si la réductibilité de V(/) est supposée seulement pour 
les ensembles minces, elle est forcément réalisée aussi pour les 
ensembles épais, et que l’on peut par conséquent se borner à la 
seconde hypothèse, plus restrictive au premier abord. Il nous sera 
indispensable d'introduire une nouvelle notion, celle de la variation 
totale defs sur un ensemble parfait. 


La variation totale d’une fonction continue sur un ensemble parfait. 


16. Occupons-nous d’abord des ensembles parfaits continus. On 
sait que la variation totale d’une fonction continue f dans un segment ab 
est par définition la borne supérieure stricte de la somme des variations 
absolues de f sur un nombre fini de segments agrégés à ab et deux à 
deux juxtaposés, quels que soient leur nombre et leur situation respec- 
tive. Si cette borne stricte est +, la fonction est dite à variation 
totale non bornée. Une des propriétés essentielles d’une fonction à 
variation bornée est d’égaler la somme de deux fonctions unioscil- 
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lantes (ou monotones). Nous voulons étudier jles rapports des carac- 
tères de variation totale non bornée sur ab et de variation définie ou 
non sur les ensembles parfaits agrégés à ab, pour une même fonction 
continue /. Nous établirons d’abord la proposition auxiliaire suivante : 


-Stune fonction f a, sur un segment ab, une variation totale non bornee, 
il est possible de déterminer Ha segments intérieurs a ab, deux a. ke 
sans points communs, de manière que la somme des variations absolues 
de f sur ces segments surpasse un nombre donné d'avance A. 


17. En effet, soit 9 la variation (simple) de / sur le segment ab, c’est- 
à-dire la différence f(b) — f(a). La variation totale de f n'étant pas bor- 
née, nous pouvons placer un certain nombre de points a,, ay, -.., An, 
intermédiaires à a et b, de manière que la somme © des nombres 
|f(a:) — f(ai,)| pour i=1,...,n(a,—=a,a,—=b) surpasse 2A +|e|. 
Dans le cas où /(a;) est compris entre f(a;_,)et f(a;,,)inclusivement, 
la valeur absolue de Va; ,, a;,,) est égale à la somme des valeurs 
absolues de V(a;_,, a;) et de V(a;, a;,,). La suppression de a; ne change 
donc pas la somme 5. Supposons cette réduction faite dès le début. 
Alors les différences V(a;_{, a;) sont alternativement positives et néga- 
tives. Celles de rang pair ayant pour somme s, et celles de rang impair 
pour somme s,, |s, —s,| est égal ao, done surpasse 2A + |¢]. D’ail- 
leurs s,+s,— +. Donc, s, et s, surpassent l’un et l’autre en valeur 
absolue A. Si le nombre n des segments subdivisionnaires est impair 
et égal à 2n’+1, les 7’ segments de rang pair satisfont aux conditions 
posées. Ils sont intérieurs à ab et la somme des variations de fsur eux, 
toutes de même signe, surpasse A en valeur absolue. Si x est pair 
et égal à 2%’, nous prendrons pour les segments de l’énoncé les - 
(n'— x) premiers segments pairs et ce qui reste du(n’)*™ et dernier 
segment pair a,_,b, quand on en retranche, avec le point 4, un inter- 
valle d’extrémité droite 6, aussi petit que l’on voudra, et en tout cas 
suffisamment restreint pour que la somme des variations de / sur les 

segments pairs restants surpasse toujours A en valeur absolue. 

S'il existe sur ab un ensemble parfait P où la variation de f n’est 
pas définie, c’est que, les contigus de P étant désignés dans un 
certain ordre, la somme des variations absolues de / sur les 7 pre- 
miers contigus croit indéfiniment avec n. La variation totale de / 
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sur ab n’est évidemment pas bornée. Je dis qu’inversement, sv la 
variation totale de f sur ab n’est pas bornée, il est possible de construire 
un ensemble par fait sur lequel la variation de f est non définte. 

En effet, convenons de dire que la variation totale de f est non 
bornée en x, d’un certain côté, gauche ou droit, si elle est non bornée 
dans tout intervalle ayant æ, pour extrémité du côté opposé au 
premier, donc droit ou gauche, selon les cas. Si la variation totale de f 
est non bornée en æ,, c’est-à-dire dans tout intervalle contenant x,, 
elle est non bornée de l’un au moins des côtés de æ,. Si la variation 
totale de f est non bornée sur ab, elle l’est en au moins un point x, 
de ab et d’un côté au moins de ce point. 

Soit a, un point de ab situé de ce même côté de æ,, par exemple à 
sa gauche. Sur l’intervalle &,æ, où la variation de f n’est pas bornée, 
nous déterminons un certain nombre de segments 2, 2%, ..., Lone Los 
séparés par des intervallesæ,æ,, ..., 2, %»,,, Sur lesquels les variations 
absolues de f ont une somme supérieure à 1. Sur le segment æ,,,,&,, 
où la variation totale de f est non bornée, je construis des seg- 
MENÉS Lons4 Lanza +++) Lope, Ly disposés selon la même règle et séparés 
par des intervalles où la somme des variations absolues de f sur- 
passe 1. Je continue ainsi indéfiniment. J’obtiens entre x, et x, 
une suite d’intervalles x,æ,, ..., æ,r@,r4,, ..., tendant vers a, et sur 
lesquels f possède des variations absolues formant une série divergente. 
Si je construis sur chacun des segments 2,2, ..., Vox, Lox, +++, UN 
ensemble parfait admettant mémes points extrémes que le segment 
base, la réunion de tous ces ensembles, augmentée de x, constitue un 
ensemble parfait P auquel tous les intervalles æ,:æ,;,, seront contigus. 
f n’a donc pas de variation définie sur P.. 

Donc, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction soit à 
variation totale bornée sur ab est qu'elle soit à variation définie sur tout 
ensemble parfait agrègé à ab. 


18. Voici un énoncé un peu moins immédiat que le précédent : 


St, au voisinage de tout point de ab, la variation totale de J est non 
bornée, il est possible de déterminer un ensemble parfait mince Q, où 
la variation de f est non réductible. 
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Il est équivalent de dire que la variation totale de f est non bornée 
en tout point de ab, ou dans tout intervalle partiel de ab. 

Sur ab, constituons à notre gré un certain nombre de segments 4, 
deux à deux distincts, a étant agrégé à l’un d’eux et b à un autre. Le 
complémentaire des }, est formé d’intervalles u,. Sur chacun de ces seg- 
ments Ÿ,, nous déterminons des segments intérieurs à L,, deux à deux 
sans points communs et tels que, pour chacun des ¥,, la somme des 
variations absolues de sur ces segments surpasse 1, ce dont nous avons 
montré la possibilité, la variation totale de f étant infinie sur chaque ¥,. 
Les points intérieurs à ces derniers segments forment des inter- 
valles u, (fig. 3). Les u, retranchés des Ÿ, nous laissent des segments 
conservés Ÿ, sur lesquels nous répétons la double opération faite : 
1° Réduction de chaque Ÿ, à plusieurs segments Ÿ, choisis sur 4, à 
volonté, chaque extrémité de Y, appartenant toutefois à un segment Uy. 
Cette opération est destinée à nous permettre de restreindre à notre 
gré la longueur totale de l’ensemble final; elle extrait des |, des 
intervalles uw, d’extrémités intérieures aux Ÿ,. 2° Sur chaque vs, 
extraction d’intervalles w,, les segments uw, étant intérieurs à Ÿ,, deux 
à deux sans points communs, et la somme des variations absolues 
de / sur les u, dépassant 1 pour chacun des Ÿ,. On continue ainsi 
indéfiniment. L'ensemble Q commun aux Ÿ; est parfait. On peut le 
rendre discontinu en dispersant convenablement, dans les opérations 
de rang impair, les intervalles w,,,, extraits à volonté de chacun 
des %,,. De même, en donnant, sur chaque Von AUX Uy,,, une lon- 
gueur totale supérieure à une fraction fixe du même ¢,,, on rendra 
nulle la mesure de Q. 


Fig. 3. 
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Sur toute portion de Q, la variation simple de fest non définie. Car 
cette portion, soit w, étant limitée à ses deux points extrêmes 7, 7’, il 
existe dans 77’ un segment Ÿ.,,_, conservé à une certaine opération de 
rang impair. A l'opération suivante, on retranche de ce segment d.,., 
un certain nombre # d’intervalles w,,, tous contigus à Q et sur lesquels 
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les variations absolues de / ont une somme supérieure à un. Des seg- 
ments Ÿ,, en nombre # + 1 séparent les intervalles précédents. Et dans 
chacun de ces Ÿ,, on supprime indifféremment des intervalles Chaar 
Restent alors sur Ÿ.,, , des segments 4.,,, en nombre au moins égal 
à 2(k + 1). A l'opération suivante, de ces segments Vans: ON retranche 
des intervalles ,,,, sur lesquels, pour chacun des ,,,,, les variations 
absolues de f ont une somme supérieure à un. Ces intervalles Urns 
étant chacun contigu à Q, les variations absolues de / sur les inter- 
valles contigus à la portion & ont déjà une somme au moins égale 
a 1+2(k+1). 

En continuant indéfiniment, aux opérations de rang pair on accroit 
cette somme chaque fois d’au moins un nombre entier. Elle ne peut 
donc pas être bornée pour l’ensemble des intervalles contigus à w. 


19. Donc, st une fonction possède une variation réductible sur tout 
ensemble parfait, l’ensemble H des points de ab, au voisinage desquels 
la variation totale de f est non bornée, est non dense sur ab. Car cet 
ensemble H est fermé et ne peut contenir aucun segment continu, 
sinon (18) sur celui-ci existerait un ensemble parfait Q où la variation 
de / serait non réductible. Mais, Q pouvant être construit sans épais- 
seur, méme avec la simple hypothèse que la variation de f est réductible 
sur tout ensemble parfait mince, la conclusion de l’énoncé précédent 
garde sa validité : f est à variation non bornée uniquement au voisinage 
d’un ensemble H non dense. On prévoit l'intérêt du théorème précédent 
si l’on observe que, sur tout segment sans points communs avec H, 
J possède sur une épaisseur pleine une dérivée sommable (ZL. /., p. 123, 
et 2° Partie, n° 22). Nous verrons un peu plus loin (29) que la somme 
besgienne de cette dérivée sur un segment sans point commun avec H, 
est la variation de f entre les extrémités du segment, moyennant une 
hypothèse supplémentaire concernant le mode de réductibilité des 
variations de f sur les ensembles parfaits minces. 


20. Envisageons pareillement une variation totale sur un ensemble 
parfait discontinu P de points extrèmes a et b. La variation totale de f 
sur P sera considérée comme définie ou non, en même temps que la varia- 
tion simple de f sur P. Supposons que la variation simple de / sur P soit 
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définie. Nous appellerons variation totale de f sur P la borne supérieure 
stricte de la somme des valeurs absolues des variations de Ff sur les 
n portions de P nulles ou existantes, déterminées par n—1 points 
intermédiaires à a et b, quels que soient n et les positions de ces points. 
Si cette borne est infinie, nous dirons que fa une variation totale 
définie non bornée sur P ('). 

Chaque contigu à P ayant reçu un indice entier propre, et V, étant 
la variation de f sur le ni*™*, par hypothèse (existence des variations 


(1) M. Lusin (Comptes rendus, 23 décembre 1912, et Thèse, p. 62) fixe à la variation 
totale de f sur l’ensemble parfait (discontinu) P une condition d’existence plus restrictive 
que celle du texte, et faisant intervenir les valeurs de f hors de P. Le nombre considéré 
par M. Lusin — appelons-le (VT), — est par définition la limite unique de la somme des 
oscillations de f sur des segments variables s en nombre fini, dont l’ensemble contient P, 
et dont la longueur totale tend vers la mesure de P. Soit VT la variation totale définie 
dans le texte. Il est aisé de voir que (VT), ne peut être finie si la variation de f autour 
de P (n° 15), soit Va (f, P), ne l’est pas elle-même. 

En effet, si V, est infini, #, étant un contigu à P, et w, l’oscillation de f sur w,, on peut 


Pp 

trouver p dépendant de n, tel que > WA > n. Alors, le système s constitué par les seg- 
n+1 

ments Uni1, --., Up et par les (p +1) segments p séparés par wi, U2, ..., up, donne 

une somme d oscillations supérieure a n. Or, quand n croit, la longueur totale des s tend 


vers la mesure de P puisqu’elle l’excède seulement de » un. Done (VT), n’est pas fini. 
p+1 

Au contraire, VT a un sens et peut être fini dès que la variation simple V(f, P) de f 
sur P est définie, ce qui a toujours lieu si V, est fini, sans réciproque. Mais, si Vg est 
finie, (VT), et VI sont bornés ou non en même temps, et dans le premier cas ils coincident. 

Convenons de dire que f a une variation réductible autour d’un ensemble parfait P, si 
ce dernier contient une portion autour de laquelle la variation de f est finie. Cette hypo- 
thèse entraîne la réductibilité de la variation simple V(f, P) (n° 14 bis). On voit comme 
aux n° 22 et 23, que si la variation de f autour de P est non réductible, il sera possible 
de déterminer dans P un ensemble parfait mince ou f présentera le méme caractére. 
Convenons de dire que f satisfait à la condition (@) si sa variation autour de tout ensemble 
parfait mice Il est réductible. Alors, d'après le raisonnement fait à l'instant, quel que 
soit P, P contient une portion 5 où V, est finie. D'ailleurs, Va(f, Il) étant réductible 
quel que soit Il, il en est de même de V(f, 11). Done (n° 23), & contient une portion 
où VT est borné. Sur cette portion, VT et V, étant finies, (VT)L est fini. M. Lusin dit 
que f possède une variation totale généralisée bornée sur P, si P contient une portion 
où (VT }L est fini. Il montre que cette propriété, si elle est vérifiée pour tout ensemble 
parfait P, entraine l'existence. pour f d'une dérivée générale sur une épaisseur pleine. 
On voit done que cette dernière conséquence est vraie de toute fonction remplissant la 
condition (B); équivalente à celle de M. Lusin et moins restrictive au premier abord, 


164 ARNAUD DENJOY. 


simple et totale définies) la série V, est absolument convergente. 
Posons, selon les notations du n° 13, 


g(2)=g(a)+(adz)V,+ 0[f(2)—f (am) ] et h(2) =f —g- 


h(a), fonction constante dans tout contigu à P, est la variation dé f sur 
la portion de P comprise entre a et x. Done, la variation de fsur une 
portion de P déterminée par deux points &, %,, intermédiaires à a 
et b, est égale à la variation de A entre ces deux points. Donc, la varta- 
tion totale ahs h entre a et b coincide avec la variation totale de sur P, 

que celle-ci soit ou non bornée (‘). 


21. La condition nécessaire et suffisante, pour que la variation totale 
de f sur P soit définie et bornée, est que, %,, &, +++) &n_, étant des points 
quelconques de P en nombre arbitraire, la somme s des variations absolues 
de f sur les segments a,,,...,a,_,@,, soit bornée(a, = a, % =b). Ona 


Tf (oy) — f(%)| ++ | f (O41) —f (ar) | +... + Lf (on) —f (an) |- 


1° La condition est nécessaire : Si f a sur P une variation totale 
a) définie, b) bornée, co est bornée. 

Car la série V, étant absolument convergente (a), nous pouvons 
définir les fonctions g et A exprimées ci-dessus. D’après l'hypothèse b), 
h(a) a sa variation totale bornée. Les à; étant sur P, nous avons 

E (Opp) — BO) = (4; 244) Vn. 


Done 
If (i411) —f (a) |< airs) — h(a) | + (œiZæis1)| Val. 


(1) Une fonction peut avoir une variation définie sur P et une variation totale non bornée 
sur toute portion de P. Soit en effet T(w) une fonction à variation totale non bornée dans 
tout intervalle du segment o — 1 (Z. 7., p. 57), par exemple une fonction sans dérivée en 
aucun point. Soit O(x) une fonction conten constante dans les contigus à P, croissant 
sur P de o en a à tend. f=T[ (x) ] coïncide avec sa propre fonction A(z). La varia- 
tion totale de f est infinie sur toute portion de P et cependant définie sûr P. Observons 
de plus que, quel que soit l'intervalle i formé de points u, T(w) étant multioscillante 
dans i réalise, sans être constante, la relation V(T) = o entre des points de é. Done, toute 
portion de P en contient une autre où la variation (simple) de f est définie et nulle, sans 
que la variation de f soit constamment nulle (10) sur P. Ges deux propriétés seraient 
incompatibles si la errors appartenait également a tout ensemble pig inclus 
dans P (27), 
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Soient s la somme de la série | V,| et S’ la variation totale de A. On 
a évidemment o < S’+ 5.6 est bornée. 

3° La condition est suffisante : Si o est bornée, jf a une variation 
totale a) définie, b) bornée. 


a. Prenons pour les a; les extrémités des n premiers intervalles 
contigus. Nous avons entre a et b, 2n points de subdivision, auxquels 


n 


correspond une somme ¢ supérieure à AAA Si donc o est bornée, 


1 
la série | V,,| est convergente. Les variations simple et totale de / sont 
définies. 

6. Nous pouvons done exprimer comme plus haut les fonctions g 
_et À relatives af. Nous voulons prouver que la variation totale de A est 
bornée. Intercalons entre a et b un nombre quelconque de points 6,. 
La variation totale de / entre a et b est la borne supérieure des sommes 


ge S| A(Bj1)—h(6;))| (Pre, Bm = 9). 


En insérant entre les 5; de nouveaux points, à la somme o’ nous en 
substituons une nouvelle qui ne lui est pas inférieure. Ajoutons donc 
à la suite 6, toutes les extrémités d’intervalles contigus à P contenant 
des points B;. Dans la nouvelle suite, soit 6, un point étranger à P. 
6). est l’un des anciens B;. Les extrémités du contigu contenant 8, sont 
agrégées à la nouvelle suite. Soient 8’, B, ces points. Onap<k<gq. 
Mais, A étant constant sur le segmentff;, les différences A(G,) — A(B, ,) 
et RGB) — k(B,) sont nulles. Nous pouvons donc, sans changer la 
somme o’ relative à la suite 8’, supprimer dans celle-ci tout point 8, 
étranger à P. Cela fait, il nous reste une suite a; agrégée a P et donnant 
une somme | 
a! = Z| h(o41) — h(a) | 


au moins (et d’ailleurs exactement) égale à la somme analogue relative 
aux B;. Donc, la variation totale de A entre a et b est la borne supérieure 
des o’. Or, d’après h= f — g, W<ao+s, s étant la somme de la 
série | V,|. o étant bornée, o’ l’est aussi. Donc, À a une variation totale 
bornée et il en est de même de / sur P. 

Notre énoncé est donc établi, 
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22, Montrons maintenant que si la variation totale de f sur P est 
définie, mais sur toute portion de P, non bornée, il est possible de déter- 
miner dans P un ensemble parfait mince Q où la variation simple de f 
est non réductible. 

P est un ensemble parfait indifféremment épais ou mince. 

La démonstration présente de grandes analogies avec celle du cas où 
l’ensemble parfait P est le continu. Soit toujours g(æ) la série [accrue 
de / (a)] des variations de fsur les contigus et semi-contigu à P compris . 
entre a et x (six est sur P, il n’y a pas de semi-contigu, si x est hors 
de P, sur l'intervalle u,, ou a,,6,, nous avons le semi-contigu a,x). 
Nous posons f= g + A. Sur tout ensemble parfait Q agrégé à P : 1° g(x) 
a une variation définie et nulle (11 dzs); 2° la variation simple de f est 
définie ou non en même temps que la variation simple de A (et si elles 
sont définies, elles sont égales) (n° 13). 

Soient ¢ la valeur absolue de A(b) — A(a), et A un nombre positif 
quelconque. À ayant une variation totale non bornée, nous pouvons 
intercaler (n° 16) des points entre a et b, de manière que la somme 
des variations absolues de / sur les intervalles successifs limités par ces 
points surpasse 2A +. Nous avons vu (21) qu’il est possible, sans 
changer ces variations, de modifier la position de ces points de ma- 
nière qu'ils soient tous sur P. Comme dans le cas du continu, nous 
supprimons l’un de ces points a; si h(a;) est compris entre h(a;_,) 
et h(a;,,) inclusivement, et ce faisant, nous ne diminuons pas la 
somme o’ correspondant à la subdivision a. En particulier, la subdi- 
vision & n’aura jamais deux points consécutifs aux extrémités d’un 
même contigu, et la différence h(«;,,) — A(a;) sera alternativement 
positive et négative. Enfin, quitte à mettre en défaut cette alternance 
pour les deux derniers termes, si le nombre des points intermédiaires, 
n — 1, est impair, donc si le nombre des intervalles séparés par eux 
est pair, nous créons un intervalle «,6, prélevé sur «,_,b, de manière 
que les sommes des variations absolues sur les segments pairs et 
aussi sur les segments impairs (le premier de ceux-ci contenant a = a», 
et le dernier b = «,,,) surpassent A, toutes ces variations absolues 
de 2 étant de plus positives, comme dans le cas où n — 1 est pair (de 
sorte que chaque segment &,4,,, contient toujours une portion de P). 
Le choix de «, est toujours possible, parce que #, point extrême de P, 
est limite de points de P situés à sa gauche. 
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Or, si &, est une extrémité d’un contigu à P, nous pouvons, sans 
changer 5’, placer «, en l’autre extrémité du même contigu, point dis- 
tinct dea,_, et de «;,,. Nous pouvons donc supposer que jamais a, n’est 
l'extrémité gauche, ni «,,,, n’est l'extrémité droite d'un contigu à P. 
Alors le segment &,,%,,,, est limité aux extrémités de la portion de P 
qu'il contient. Nous conserverons les segments impairs @,,%,,,, et 
nous pourrons répéter notre construction sur l’un quelconque d’entre 
eux, parce que les deux extrémités d’un tel segment sont limites de 
points de P intérieurs a lui. 

Nous avons done abouti au résultat suivant. Nous avons placé sur ab 
un certain nombre de segments linéaires y deux à deux sans points 
communs, le premier commençant à a, le dernier finissant à 5; 
chacun de ces segments linéaires y contient une portion de P de 
mêmes extrémités que lui, et enfin les variations absolues de A sur 
les intervalles séparant ces segments ont une somme supérieure a A, 
nombre positif quelconque donné d’avance. On déduit de là comme 
dans le cas du continu, cette première conséquence : 


St la variation totale de f sur P est définie, mais non bornée, il est 
possible de déterminer sur P un ensemble par fait, où la variation de f est 
non définie. Kn sorte que {a condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
fonction ait sa variation définie sur tous les ensembles par faits agréges à 
un ensemble par fuit donné P, est que la variation totale de f sur P soit 
définie et borneée. 


Et en opérant sur les segments y comme nous l’avons fait avec les } 
quand l’ensemble P était continu, on construit dans P un ensemble 
parfait mince Q, où la variation de f est non réductible, ce qui établit 
le théorème à démontrer. 


Fonctions à variation réductible sur tout ensemble parfait. 
Fonctions à variation résoluble. 


93. Observons enfin que si la variation de / est non réductible 
sur P, supposé épais, les segments linéaires 7, décrits quelques 
lignes plus haut, peuvent encore être construits, quel que soit le 
nombre A préalablement donné, car leur détermination est simple- 
ment fondée sur la croissance illimitée, dans toute portion de P, des 
sommes de termes analogues à |[f(a;.,) — f(x)l. Cette divergence 


168 ARNAUD DENJOY. 


ayant lieu aussi bien (n° 21) quand la variation de / est non définie 
sur toute portion de P, que lorsqu’elle y est définie avec une varia- 
tion totale de / non bornée, on peut alors, en opérant sur les seg- 
ments y comme précédemment sur les segments Y, aboutir à un 
ensemble parfait mince Q agrégé à P, et où la variation de f est non 
réductible. De là cette conséquence fondamentale : 


Si la variation de f est réductible sur tout ensemble par fait mxce, l'en- 
semble K des points d’un ensemble parfait quelconque P au voisinage 
desquels la variation totale de f sur P est soit non definte, soil définie et 
non bornée, K est non dense sur P. 


24. Soit & un segment de P sans points communs avec K. Sur & la 
variation totale de f est définie et bornée. x et B étant les extrémités 
de &, et x un point du segment a}, soit A(x) la variation de f sur & 
_entreæetx, ety(æ) l'excès de f sur A. À est à variation bornée. Done, 
d’après un théorème connu de M. Lebesgue (voir aussi 2° Partie, n° 22), 
sur une pleine épaisseur de 8 et, en particulier, de &, A a une dérivée 
finie et sommable Y. En second lieu, y(x) étant, pour x agrégé à o, 
la somme des variations de f dans les contigus à & entre « et æ, et ces 
variations formant pour la totalité de & une série absolument conver- 
gente, d’après un théorème établi au début de la première Partie (n°23), 
les points & de & tels que la variation relative de y entre Ë et &’ tend 
vers zéro, £ tendant indifféremment vers £ sans quitter &, ces points & 
forment une pleine épaisseur de & ('). Mais alors, pour des points £ 


(1) La série Vz étant supposée absolument convergente, si yn(x), définie sur up 
ou an bn contigu à P, vaut o en a, et V, en bn, soit y = f(a) +(aZx) Va + w Ym(x), 
w étant o ou 1 selon que x appartient à P ou est intérieur à w». On montre (1° Partie, 
n° 23), sans aucune aide d'intégration, que si la série des oscillations des y, est con- 
vergente, y(x) possède sur une pleine épaisseur de P une dérivée nulle. Si y, était linéaire 
sur Up, son oscillation se confondant avec | V, |, la conclusion précédente serait donc 
valable. Mais la dérivée de y spéciale à P étant indépendante des valeurs de y, à l'intérieur 
de un, cette dérivée particulière donne toujours lieu à ce même énoncé, 

Si f admet une variation finie autour de P (n° 15), c’est-à-dire si les oscillations de f 
(eoïncidant avec celles de y) sur les w, forment une série convergente, (x) qui est de la 
forme donnée à y, avec y (x) = f(x) — f(am), a = 4, possède une dérivée générale nulle 
sur une pleine épaisseur de P. Donc, f et À ont une dérivée (générale) commune sur une 
pleine épaisseur de P. 

On déduit de là, comme au n° 26, que si f a une variation réductible autour de tout 
ensemble parfait mince, f admet une dérivée GÉNÉRALE sur une épaisseur pleine (résultat 
équivalent à celui de M. Lusin, voir la note de la page 163), | 
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formant une pleine épaisseur de & (ces points Ë existent donc si & est 
épais, et en particulier si P est épais en lui-même), simultanément, 
la variation relative de y entre £ et £’ tend vers zéro et À a une dérivée 
sommable Ÿ aux mémes points. Done, la variation relative de f entre § 
et &’ tend aussi vers ÿ. Nous dirons que best en £ la dérivée de f spéciale 
a P. Ce nombre, s’il existe, est la limite unique du quotient Te. 
quand &' tend indifféremment vers € sans quitter P. ) défini uniquement 
sur une certaine pleine épaisseur de w, est sommable sur cet en- 
semble &. Si / dans chacun des u, varie suffisamment, f peut n’avoir 
de dérivée en aucun point de P(r" Partie, ex. III et IV, n° 59 et 60), 
et alors Ÿ(Ë) est seulement envers la totalité du continu, un dérivé 
médian ou extrême de f en & de chaque côté si Ë est de seconde 
espèce sur P. Mais un grand intérét présenté par cette dérivée de f 
spéciale à P, réside en ce que deux fonctions possédant la même 
dérivée spéciale à P en £, ont pour différence une fonction possédant 
en ce point le dérivé bilatéral zéro. C’est là une observation essentielle, 
comme nous le verrons. 

Enfin il est important de noter que la dérivée de f spéciale a west, sur 
une pleine épaisseur de w, la dérivée ordinaire de la variation h de f 
sur & entre à el x. 

Le théorème du n° 23 se précise donc ainsi : 


St la variation de f est réductible sur tout ensemble par fait mince, quel 
que soit l’ensemble par fait P, sur toute portion w de P sans point commun 
avec un certain ensemble ferme K, non dense sur P, ou inexistant : 1° la 
variation de f est définie sur ©; 2° sur une pleine épaisseur de w, f pos- 
sède une dérivée speciale à P, finie et sommable sur ©. 


_ Pour sommer cette dérivée spéciale, finie sur w, on suppose 
comme toujours que, préalablement à cette opération, on lui attribue, 
aux points où elle n'existe pas, des valeurs finies quelconques, ce qui 
‘est sans influence sur le résultat de la sommation. 

. Nous donnerons à la dérivée ordinaire, commune à tous les en- 
sembles admettant x, pour point limite, le nom de dérivée générale. 


95. Convenons de dire qu’une fonction continue f possède en un 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Juin 1916. ; * 92 
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point x, une dérivée approximative (1) finie et égale à ¢(a,); Si l’en- 
semble ee points x où l’on a 

nm Li AUS 
a pour épaisseur un en æ,, quel que soit e. La dérivée générale, quand 
elle existe, satisfait évidemment aux conditions de la dérivée approxi- 
mative. l 

Je renvoie au début de la seconde Partie, al étude des conditions 
de continuité approximative (n° 2) pour y voir expliquer comment 
la définition précédente équivaut à celle-ci : fa une dérivée approxi- 
mative en æ,, si f a au point x, une dérivée spéciale à un ensemble 
d'épaisseur un, en 2. 

Si deux ou plusieurs fonctions en nombre fini re font chacune 
en un même point x, une dérivée approximative, Savoir 9; pour fi, 
c’est qu ‘il existe pour 7=1, ..., p,.un ensemble K, d’ épaisseur un 
en æ,, Spécialement auquel fe admet la dérivée Qi. Autrement dit, 
VRC fi, de se tend vers 9; si x tend vers 2, sans, quitter E,. Le complé- 
mentaire E; de E; a une épaisseur nulle en x,. Il en est de même de la 
réunion R’ “te E; qui sont en nombre fini. Le complémentaire R de R 
a done l'épaisseur un en æ,. Or, R est l’ensemble commun aux E,. 
Pour toutes les valeurs de z, f; possède spécialement à R une dérivée, 
qui est 9 Dis 

Il suit de la qu’ en x,, toute fonction F composée des f;, et à dérivées 
partielles du premier ordre continues, possède relativement à x ‘une 
dérivée approximative, donnée par les formules élémentaires du calcul 
différentiel. Car ces dernières s’établissent en exprimant linéairement 
la: variation relative de F entre x, etæ au moyen de celles des fi, puis 
en remplaçant : à la fois celles- “Cl par leurs limites : Dis et les coefficients, 
qui sont des fonctions continues des f; et de. x, par leurs valeurs en 2. 
Les mémes formules valent done, tant que les variations relative’ sdes f; 


(1) Cette dénomination rappelle une analogie. de définition entre cette sorte de ‘dérivée 
et les fonctions approximativement continues, qui jouent un grand rôle dans la seconde 
Partie de ce Mémoire, Je rappelle (voir note 2, p. 131) que tout récemment M. Khintchine 
a:considéré la; dérivée approximative d'une fonction sous le nom de dérivée asymptotique 
(Comptes rendus, 21 février 1916). 
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ont simultanément les limites o;, done, dans le cas présent, tant que æ 
tend yers 2, sans quitter R. L’épaisseur de R en a, étant un, l’expres- 
sion limite de VR(F, æ, æ) est pour F une dérivée approximative 
en Lo. Ainsi fit fit..+ f, admet en x, la dérivée approximative 
TE ++ Ppe Ji fe à pour dérivée approximalive en x,, 7,9, + fapis etc. 

Une fonction f peut avoir en chaque point une dérivée approxi- 
mative (ou générale) finie, et avoir cependant des dérivés extrêmes 
infinis sur un ensemble épais, et plus précisément parfait, P. En effet, 
selon l'exemple Il du n° 59, 1° Partie, imposant à f d’être nul sur P, 
et, intérieurement à les a Poe une dérivée continue, 2° oscillant 


désert à y, (x) = AE — an) (On— 


i » nous placons sur uw, une famille 
“nh 


auf 1 


gauche à ‘droite LEE m croit, ayant pour points tes a, pour 
m=— « et b, pour m=-+ ~~, l’agrégat des z,,, ayant de plus en a, et b, 
du côté intérieur à w,, l’épaisseur un, et en outre sur a,x et sur vb, 
des FDAISSEUTS moyennes supérieures à 1 — u,, quel que soit x dans u,. 
Soit z,, le segment compris entre les intervalles tp, 7 et tn SUp- 
posons quez, , ait même milieu que w,. Alors, sur chacun des, nous 
faisons f — 0. Surz,, ,, nous prenons / continu, admettant une dérivée 
continue nulle aux deux extrémités dez,,,,, f ayant pour maximum 
surz,,, da valeur de y, au milieu de z,,,,. Alors, il est visible que /, 
partout définie, possède hors de P une dérivée générale continue, et 
sur P la dérivée approximative o avec les dérivés extrêmes zéro et 
+ æ à droite, — et zéro à gauche. Il serait de même facile de 
transformer l'exemple IV de manière que, dans ce dernier énoncé, les 
dérivés extrémes zéro réalisés sur P, y soient remplacés par — a 
droite et + à gauche RE à 


> Si x est intérieur 


(1) Soit 6 un nombre nul si æ est sur P, égal à ren) (en) bn me — 


à up. à est dans un rapport compris entre 1 et 2 avec la distance de x à l’ensemble parfait P 


(1° Partie, p. 201). ep étant la longueur du segment d’où est extrait #, après suppression 
LA if 


ñ x e AY 
» OÙ vest + I OÙ —1. 


Deal 
sin — 
n 


SoM ee er 0 

de 44, Us, ..-, Un-1, posons n = 22° et soit f=i— 
| gs v7 

f admet une dérivée générale et continue hors de P, approximative et nulle sur P, et 


1° les dérivés extrémes droits o et + co, et extrêmes gauches p et — ©, — cas [BD] — 


BE 


\. A etd 
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26. Je dis que si la variation de f est réductible sur tout ensemble par- 

fait, f possède sur une épaisseur pleine une dérivée approximative. S'il 
en était autrement, il existerait un ensemble épais et dans celui-ci un 
ensemble parfait P épais en lui-même (1"° Partie, p. 131), en tout 
point duquel f serait dépourvu d’une dérivée approximative. Mais ceci 
est absurde. Car il existe une portion & de P où f admet, sur une 
pleine épaisseur de &, une dérivée 9 spéciale à P. Or, l’ensemble des 
points de & où P a l'épaisseur un, constitue une pleine épaisseur 
de &. & n'étant pas métriquement nul, puisque P est épais en lui- 
même, il y a des points formant une pleine épaisseur de & où, à la fois, 
P a l'épaisseur un et f admet spécialement à P une dérivée. Cette 
dernière est donc une dérivée approximative pour f, malgré notre 
hypothèse contraire dont l'impossibilité est établie. Nous pouvons 
résumer ainsi l’étude précédente : . 


St la variation de f est réductible sur tout ensemble parfait mince, 
f possède sur une épaisseur pleine une dérivée approximative 9, et, dans 
tout ensemble parfait P, l’ensemble des points au voisinage desquels ou 
bien la variation de f est non définie sur P, ou bien © est non sommable 
sur P, cet ensemble est non dense sur P. 


Observons, en choisissant pour P le continu, que f possède une 
dérivée générale sur une pleine épaisseur d’un ensemble d’intervalles, 
complémentaire d’un ensemble fermé non dense. 

Quelle relation y a-t-il, pour une portion & de P où f a une 
variation définie et où + est sommable, entre la variation de fsur w et 


(ou les mêmes échangés, cas [ DB']) si à vaut +1 (ou sii vaut —1), 2° les dérivés 
extrêmes bilatéraux +e et—, si à sin = ne prend pas les deux signes. 9 n’est pas 


sommable quand P est épais, sinon f aurait uné dérivée exacte sur une épaisseur pleine, 
ce qui est impossible, f ayant des dérivés infinis en tout point de P, supposé épais. 
Avec les mêmes notations, les exemples III et 1V de la première Partie sont équivalents à 


a a eae TT RUE : 
ceux-ci : fy= Fe" sin? = M sin? + fa = Fang: L’exemple classique donné par 
M. Volterra (voir 2° Partie, p. 187) d’une fonction a dérivée partout finie et inintégrable 


au sens de Riemann, est analogue à celui de la fonction : 5?sin a P étant supposé épais. 
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la somme besgienne de + sur ce même ensemble? Cette relation obli- 
gatoire existera dans le cas où fest une fonction résoluble. 


27. Nous dirons que la variation de f est réductible à zéro sur tout 
ensemble parfait mince, si chaque ensemble de cette sorte contient une 
portion où la variation de f est défénie et nulle. Une fonction f jouis- 
sant de la propriété précédente sera dite résoluble (en abréviation we ; 
à variation résoluble). 

Il suit de la définition posée que, si la variation de f est définie sur 
un ensemble parfait mince w, cette variation est nulle sur &. Sinon il y 
aurait (n° 13 dis) un ensemble parfait &, agrégé à w, donc mince, sur 
toute portion duquel la variation de / serait définie et douée d’un signe 
constant. f ne serait pas résoluble. 

On déduit de la que, si f est une fonction résoluble, il existe dans tout 
ensemble par fait mince IL, un certain ensemble fermé H non dense sur II, 
ou inexistant, tel que, dans toute portion de I] sans point commun avec H, 
la variation de f sur IL est définie et CONSTAMMENT nulle. 

La réciproque de cette propriété est évidente. Donc (n° 14 bis) une 
fonction F composée de plusieurs fonctions résolubles, et douée de dérivées 
partielles du premier ordre continues, est résoluble. Ainsi une somme 
algébrique, un produit de fonctions résolubles sont résolubles. 

Une fonction résoluble, ayant sur tout ensemble parfait mince une 
variation réductible, possède sur une épaisseur pleine une dérivée 
approximative dont les points de non-sommabilité sur un ensemble 
parfait quelconque P forment un ensemble non dense sur P. 

_Les propositions suivantes yont once le HAE intérêt des fone- 
tions résolubles. 


ta Nr of 


28. Une fonction i résoluble, admettant sur une épaisseur pleine zéro 
pour dérivé médian ou extrême d’un côté variable ou fixe, est une 
constante, 


En effet, si f n’était pas constante, si, entre deux points particuliers 
a et b, la variation relative de f était non nulle et égale à w, il existerait, 
d’après |’ application IV du principe de gradation (n° 9), pour toute 
valeur de € comprise entre o et w, un ble parfait mince P tel que 
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la fonction f — ex = f, présenterait entre deux points quelconques c 
et d de P une variation f,(d) — f,(¢) | nulle ou ayant le signe ¢ de @, 
selon que c et d seraient ou non les extrémités d’un meme contigu. 
Dans le second cas, sur la portion de P située sur le segment cd, la 
yariation de ty égale } à celle de /,, donc à f,(d) — fc), serait définie 
et douée du signe de w. Donc / ne serait pas résoluble. | 


29. Une fonction résoluble f(x) admettant sur ab un nombre dérivé 
(médian ou extrême) sommable ¢ est, à une constante additive pres, la 
somme besgienne de o entre a et x. 


= f{a) + ne LS 


ey somme sh Ets ‘indéfinie a sur tout ensemble parfait Pp WE 
variation déterminée. égale à la somme du coefficient différentiel 
sur P, donc nulle si P est mince. Done, fi est résoluble et par suite 
aussi /, — f. D'ailleurs, on sait, d'après M. Lebesgue (voir 2° Partie, 
n°21), que, sur une épaisseur pen, f,a pour dérivée 9. Donc f, — f 
admet sur une épaisseur pleine le dérivé zéro au moins a un côté, 

D’ après le théorème précédent, a na est constant. Comme il est 
nul pouræ=a, il est identique à à zéro. | Ge Q. F. D. 


Posons 


30. Nous tirerons de ce dernier théorème une conséquence essen- 
tielle. Soit we une fonction résoluble admettant sur un ensemble par- 
fait w, d’extrémités a, B, une variation totale définie et bornée. La 
variation de f sur & entre « et x est une fonction h(a) constante 
dans les contigus à o. 

Montrons dd’ abord que À est résoluble, c’est-à-dire que tout en- 
semble parfait mince contient une portion où la variation de A est 
définie et nulle. En effet, cela est évident si Q admet des points, done 
une portion, dans un intervalle contigu à &. Sur cette dernière, où A 
est constant, V(A) existe | et est nul. Si maintenant Q est entièrement 
agrégé à ow, f étant 1° à variation totale bornée sur G, 2° phobie 
YC, Q) est 1 ° définie (n° 22), ag nulle (n° 27). Il en est de mém 
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dé V(h, Q), puisque, sur tout ensemble parfait agrégé à &, V(A) et 
V(f) sont (n° 13) simultanément définies ou non, ét, dans lé premier 
cas, égales. Donc A est résoluble. 

Or, la variation tôtalé de À (égale par définition à la variation totale 
de f Sur &) étant bornée, A admet sur üne épaisseur pleine une 
dérivée } sommable (n° 24). Mais commie À est résoluble, À est là 
somme besgienne de Uda entre « et æ (n° 29). Or Ÿ coincide (n° 24) 
sur une mene épaisseur de & avec la dérivée approximative (et spé- 
ciale à wo) de /, soit 9. Hors de a, best nul. Done, l'intégrale de 9 
sur & entre & et x est la variation linéaire de A, donc la variation de / 
sur @ entre ces deux points. Nous avons donc ce théorème capital résu- 
mant toute la précédente analyse : 


Si f est une Jonction RÉSOLUBLE, f possede, sauf éventuellement en un 
ensemble mince, une dérivée approximätive ¢ ©, et, quel que soit l’ ensemble 
parfait iM sur toute portion © de P sans point commun avec un ensemble 
fermé K existant ou non, mais en tout cds NON DENSE sur P : 1° la varta- 
tion de f est définie ; 2° o esl sommable ; 3° la variation de f sûr & est 
l intégrale besgienne de o sur &. 


Je rappelle ‘que f ‘a une dérivée approximative Sur une épaisseur 
pleine dès que fa une variation réductible (et pas nécessairement à 
zéro) sur tout ensemble parfait mince. Enfin, en disant d’une ‘dérivée 
qu'elle est ‘approximative, nous n’éxcluons pas le ‘cas où elle serait 
générale (n° 25). 

L'intérêt du théorèie précédent résulte de ce‘que la classe des fonc- 
tions 'résolubles va se révéler comme ‘comprenant les fonctions déri- 
vables, ‘Tes fonctions possédant en tout point un dérivé extrême fini, 
les fonctions douées eh tout ‘point d’une dérivée approximative, etc. 


Application aux nombres dérivés. 


Une fonction est- elle déterminée (à une constante additive près) 
par Ta connaissance en tout point de l’un de ses dérivés? ‘Quel lien 
nuinérique existe- t-il entre la fonction et ce dernier nombre? Telles 
sont les deux questions que nous éluciderons, dans des cas assez 
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= , 
généraux, au cours des pages suivantes. Rappelons d abord deux pro- 
positions bien simples : | vf 


31. Sen un porn et pour un certain pele, le segment wats (' ye ie vn 
est fini et agrégé au segment dérivé de f,, la différence f, — F2 admet le 
dérivé médian ou ede zéro, en ce méme point et pour le même côté. 


Soient § le point uae D, et d, les dérivés extrémes de f,, D 
et d, ceux de /,, en £, pour le côté considéré. D, et d, sont finis, 
D, et d, peuvent étre infinis, mais on a toujours D2 D,2 4,2 4d,. Tl 
est visible que la fonction /,—/, admet un dérivé au moins égal 
à D,— D,. Car si 2 tend discontiniment vers Ë de manière que 
la variation relative de f, entre Ë et æ tende vers D,, il est évident 
que celle de f, — f, entre les mêmes points, aura toutes ses limites 
au moins égales à D, — D,. Donc, le dérivé supérieur droit de /, — f, 
est positif ou nul. On voit pareillement que le dérivé inférieur 
droit de cette fonction est négatif ou nul. Donc, zéro est un dérivé 
droit médian ou extrème pour f,— f,. Un raisonnement analogue 
montre (L. I., p. 74) que st en un point deux fonctions ont, pour 
un certain côté et pour un certain rang, un même dérivé extréme fini, la 
difference de ces deux fonctions parle © en ce point le dérive médian ou 
extréme zero pour ce côté-là. | 

Si donc deux fonctions ont en tout point de ab, pour un ne côté 
invariable, l’une un segment dérivé fini agrégé au segment dérivé 
de l’autre, ou le même dérivé extrême fini pour un même rang, - fixe 
ou variable, la différence de ces deux fonctions possède un dérivé 
médian où extrême nul pour un côté invariable. Ces deux fonctions 
ne diffèrent donc que par une constante. Ainsi un dérivé extrême fini, 
de côté et de rangs donnés en chaque point, détermine sa primitive. : 


32. Ce sera une conclusion importante de cette analyse qu'un 
dérivé extrême fini connu en tout point, mais de côté et de rang 


(1) Ron appelons segment ie d’une fonetion en un point et pour un | côté donnés, 
le segment fini ou infini, limité par les dérivés extrêmes de la fonction en ce point et pour 
ce côté. L’intervalle dérivé est par définition l’intérieur du segment dérivés Crest Ven= 
semble des dérivés médians. - ne 
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inconnus, indifféremment variables, détermine également sa primi- 
tive. A priori, si une fonction f possède en tout point le dérivé 
extrême fini 9, en aucun point elle ne réalise le cas (AA’) des nombres 
dérivés. Mais, l’exemple IE du n° 59 (1°° Partie) nous montre que les 
trois autres cas fondamentaux [BD’], [ DB}, [CC’] (voir Introduction, 
3° Partie, et n° 57, 1° Partie) peuvent, en des points divers, être pré- 
sentés par une fonction partout douée d’un dérivé extrême fini. Tou- 
jours est-il que, sur une épaisseur pleine, seuls ces trois derniers cas se 
vérifient. Donc, sur ce même ensemble, © est un dérivé bilatéral de / et 
d’ailleurs le seul (n° 57, 1° Partie, et p. 164, 2° Partie). 

Considérons deux fonctions /, et f, admettant partout un mêmé 
dérivé extrême 9. Surune épaisseur pleinee, 2 est, comme nous venons 
_ de le dire, un dérivé bilatéral extrême pour /, et pour /,. Aux points 
de e où l’une des deux fonctions /, et /, réalise le cas [CC’] (dérivée 
bilatérale finie), f, — f, admet le dérivé bilatéral extrême zéro. Aux 
points de e où chacune des fonctions réalise l’un des cas [BD’] et [ DB] 
(un dérivé fini bilatéralement extrême, les deux autres dérivés 
extrémes infinis et de signes contraires), si le cas offert est le même, 
f, et fo ayant de chaque côté même dérivé extrême fini pour un même 
rang, ont le dérivé bilatéral médian ou extrême zéro (31). Enfin si, 
en certains points de e, f, réalise le cas [BD’| pendant que /, pré- 
sente [DB’] (ou inversement), tous les dérivés droits de f, — f, sont 
non positifs, tous ses dérivés gauches étant non négatifs (ou l'inverse). 
f2—f, ne saurait done avoir en ces points d’autre dérivé bilatéral 
que zéro. Or, l’ensemble des points où f, — /, n’a pas de dérivé 
bilatéral est dénombrable (1"° Partie, n° 27, et M™° Young, Acta ma- 
thematica, t. 37). En résumé, f, -- /, possède le dérivé bilatéral zéro 
en tous les points de e, sauf éventuellement en ceux d’un ensemble | 
dénombrable, donc finalement sur une épaisseur pleine. 

Cette conclusion découle des seuls résultats de la première Partie. 
Nous y sommes donc parvenus sans faire appel à la notion d’intégrale. 
Nous établirons la constance de la fonction /, — /, en montrant que 
celle-ci est résoluble. 


33. M. Lebesgue fait observer (L. /., p. 75) que l'on ignore si une 
fonction j'est déterminée par sa dérivée 9 supposée existante en tous 
7 Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Jun 1916. 23 
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points, mais pouvant étre infinie. La réponse est aisée. Nous avons vu 
(1 Partie, n° 33) que, ou bien l’ensemble |9|=2> est clairsemé 
(1° Partie, Note 3, et p. 156 en note) et par suite dénombrable, ou bien 
l’un au moins des ensembles 9 = +20 et 9 = — + contient un ensemble 
parfait. D’ailleurs, celui-ci est forcément sans épaisseur ("). Dans le 
second cas, / n’est pas déterminé. Car, si en tous les points de l’en- 
semble parfait P, f admet la dérivée + æ, sit est une fonction continue 
constante dans les contigus à P et croissante entre deux points 
quelconques de P, f ++ admet sur P la dérivée + comme /, et 
hors de P la même dérivée que . Donc, fn’est pas déterminé par ¢. 
Si au contraire l’ensemble H défini par la relation 9 = + « est dé- 
nombrable et par suite clairsemé, on sait (L. /., p. 75-76) que f est 
déterminé. Nous le démontrons ainsi. Si deux fonctions /, et /; 
admettaient 9 pour dérivée, /, — /, aurait la dérivée zéro en tout point 
où 9 est fini, donc partout sauf sur H. Si la différence /, — /, n’était 
pas constante, sur un segment ab aux extrémités duquel elle prendrait 
deux valeurs distinctes, il existerait, d’après la troisième application 
du principe de gradation, un ensemble parfait entièrement agrégé 
à H, ce qui est absurde, H étant dénombrable. Donc, f, — f, est 
constante. La primitive de o est déterminée. 


33 bis. Supposons que + soit simplement un dérivé extréme de /. 
Si l’un des deux ensembles H, et H, déterminés par 9 = + et D—=—@0 
contient un ensemble parfait, le raisonnement employé pour le cas 
où © est une dérivée bilatérale, montre la possibilité, sans changer 
nulle part le dérivé extréme o, d'ajouter à f une fonction constante 
dans tous les contigus à cet ensemble parfait, et croissante ou décrois- 
sante sur l’ensemble selon que ¢ est infini positif ou négatif. La primi- 
tive de 9 n’est pas déterminée. Il s'agira donc essentiellement dans 
tout ce qui suivra de nombres dérivés finis. 


34. Demandons-nous enfin si une fonction est déterminée par la 
connaissance en chaque point d’un dérivé fini, pouvant être aussi bien 
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(*) Ce théorème, démontré par M. Lusin, a été établi au n° 50 (1° Partie) pour une 
dérivée unilatérale 9. | 
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médian qu’extréme. Si l'on ne connaît pas en chaque point le côté où 
vaut ce dérivé, la fonction n’est certainement pas déterminée, puisque 
nous avons trouvé (n° 65, 1" Partie) une fonction possédant en tous 
points le dérivé zéro pour un côté au moins et cependant variante 
dans tout intervalle. Si l’on sait à quel côté se rapporte ce dérivé, si 
même ce dérivé est supposé bilatéral, l’indétermination existe encore. 
En effet, la fonction f de l’exemple 1V du n° 60 (1'° Partie) possède 
sur un certain ensemble parfait épais P, pour dérivés bilatéraux + 
et — oo, et par suite aussi tous les nombres finis. Hors de P, fa une 
dérivée continue. Donc en tout point, / possède un nombre dérivé bila- 
téral fini. Soit C une constante quelconque. Ajoutons à / une fonction 
continue ¢ égale à CZ, / étant la longueur de P entre son extrémité 
gauche et a. ¢ est constante hors de P, et sur P a ses nombres dérivés 
compris entre o et C. Il est visible que, soit sur P, soit hors de P, en 
tout point, fet f+ ¢ admettent les mêmes nombres dérivés. Un dérivé 
fini, donné en tout point, unilateral pour un côté connu ou bilatéral, 
mais avec une situation ignorée médiane ou extrême, ne saurait done 
déterminer une fonction continue ("). 

Passons maintenant a la recherche des rapports entre les fonctions 
primitives et les fonctions résolubles. 


35. La considération de la variation des fonctions autour des 
ensembles parfaits donne le théoréme suivant, intéressant le cas ott 
la fonction possède en tout point, au moins pour un côté, une dérivée 
(ou même seulement deux dérivés extrêmes finis) : Si la variation de f 
autour d’une portion quelconque de P est infinie, l’ensemble des points ou 
DE CHAQUE CÔTÉ f possède des nombres dérivés infinis, est partout dense 
sur. 

Notre hypothèse est la suivante : Les oscillations O (/, u,) de fsur 
les contigus 4, à une portion quelconque & de P forment une série 
divergente. Done, l’oscillation relative OR(/, u,) de f sur u, est non 


(1) Un nombre dérivé fini sommable de côté invariable détermine-t-il sa primitive ? La 
réponse à cette question parait dépendre de l'existence, encore problématique, de fonc- 
tions ne possédant en aucun point, d'aucun côté, de dérivée finie ni infinie. La fonction de 
Weierstrass présente bilatéralement en certains points des dérivées infinies (M™* Young); 
celle du n° 65, 1° Partie, ne peut en posséder qu’unilatéralement. 
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bornée. Car si elle était, pour tous les w,, inférieure à un même 
nombre A, la série O( /, u,) aurait ses termes inférieurs à ceux de la 
série Au,, done serait convergente. Mais OR(/, u,) n'étant bornée 
sur aucune portion de P, en un résiduel de P on a, pour chaque 
côté, au moins un dérivé infini (1"° Partie, n° 40). | 
Done, en utilisant une définition déjà donnée (p. 163 et 168, en 
notes), si, en tout point et au moins d’un côté, f, a ses dérivés extrémes 
finis, la variation de f, Avrour de tout ensemble parfait P est réductible. 
Done, les points de P au voisinage desquels la variation de f, avrour de P 
n'est pas finie, forment un ensemble non dense sur P. Mais de Vhypo- 
thèse que la variation de / autour de toute portion de P est infinie, 
“nous ne pouvons pas déduire la conclusion qu’en certains points 
de P les quatre dérivés extrêmes de f sont infinis (voir l’exemple 
du n° 15, 3° Partie). Au contraire : 


36. St la variation (simple) de la fonction continue f sur toute portion 
de l’ensemble par fait P, est non définie, f possède en un résiduel de P, de 
chaque côté les dérivés + © et — ©. 


En effet, soit & une portion quelconque de P, x et 6 les points 
extrêmes de w, et W,, ©, ..., Wp, ..., ses intervalles contigus, qui le 
sont en même temps à P. Les n premiers «,8,, ..., «,5,, séparent 
sur af, n+ 1 segments 0,, ..., 0,,,. La somme des variations absolues 
VA(f, w;) de f sur les w;(1—1,..., 2) croît indéfiniment avec n. 
f(B)— f(x) est la somme des variations de / sur les divers w, et 
les p;(j=1,..., n +1). Celles de ces variations V(/, w;), V(f, p;) 
qui sont positives ont une somme s,, les autres ont une somme — s!. 
Ona 


Se— sh =f(BY—f(a@), et Sp sh > VALS, cai) 


Done, s, et s, croissent indéfiniment avec x. Est-il possible que les 
nombres VR(/, w;) et VRC J, p;) soient bornés supérieurement ou 
inférieurement? Non, car si tous ces nombres étaient inférieurs au 
nombre positif A, la somme s, serait moindre que 


(+ 20) A6 — a), 
: | 
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ce qui est absurde, s, croissant indéfiniment avec n. Pareillement si 
les mêmes variations relatives surpassaient toutes — À, s, surpas- 
serait — A($ — a), ce qui est impossible. Or, chacun des w; et des 0; 
a ses deux extrémités sur &. Donc, sur toute portion de P, il existe 
des couples de points c, d ouc’, d’, entre lesquels la variation relative 
de / pour les uns €, d surpasse A, pour les autres c’, d'est inférieure 
à — A. D'après le Premier Théorème des nombres dérivés (1"° Partie, 
n°* 28 et 31, App. I), sur un résiduel de P, les deux dérivés supé- 
rieurs sont + o, les deux dérivés inférieurs sont — oc. De la une consé- 
quence essentielle. 


37. St une fonction continue f possède en chaque point au moins un 
‘nombre dérivé extréme fini, la variation de f est réductible sur tout 
ensemble parfait. 


En effet, si la conclusion de l'énoncé était inexacte, il existerait un 
ensemble parfait P tel que la variation de f ne serait définie sur aucune 
portion de P. Mais alors, d’après le théorème du n° 36, il y aurait 
des points de P où f aurait ses quatre dérivés extrêmes infinis, ce qui 
est contraire à l'hypothèse. 

J, ayant sa variation réductible sur tout ensemble parfait, possède 
sur une épaisseur pleine une dérivée approximative Ÿ. Or 9, étant en 
tout point dérivé extrème fini de /, est, sur une épaisseur pleine 
l'unique dérivé bilatéral de  (1"° Partie, n° 57; 2° Partie, p. 164). 
Done, sur une épaisseur pleine 9 = Ÿ. D'ailleurs Ÿ est sommable sur 
tout ensemble parfait P, sauf au voisinage d’un ensemble non dense 
sur P. Donc : 


St la fonction finie 9 est en tout point un nombre dérivé extréme d’une 
fonction continue f, & est sur une épaisseur pleine la dérivée approxima- 
tive de f, et l’ensemble Hi des points d’un ensemble parfait quelconque P 
au voisinage desquels © n’est pas sommable sur P, H est non dense 


sun C1} 


(1) Sif possède un dérivé extrême fini 9 en tout point de E, les raisonnements des 
n° 36 et 37 montrent que, si E est parfait et épais en lui-même, f admet en certains 
points de E une dérivée approximative égale à ©. La même conclusion vaut donc si E est 
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38. Le théorème suivant va nous montrer que / est résoluble : 


Si une fonction f a sur un ensemble parfait mince une variation 
définie non nulle, en certains points de cet ensemble, f a ses quatre 
dérivés extrêmes tnfinis. 


Nous avons vu (n° 13) la possibilité de déterminer sur tout 
ensemble parfait P, où la variation de / est définie et non nulle, 
un ensemble parfait IT sur lequel / a une variation définie, la même 
que sur P, soit A, et sur toute portion duquel la variation de / est 
différente de zéro et douée du signe de À. Si P est mince, II l’est aussi. 
Il nous suffira done de démontrer le théorème pour tout ensemble 
parfait mince P satisfaisant à cette condition que, sur chacune de ses 
portions, fa une variation définie, non nulle et de signe invariable. : 


38 bis. On peut d’abord montrer très simplement l'existence en un 
résiduel de P d’un dérivé bilateral infini du signe de À. Supposons, pour 
fixer les idées, que ce signe soit +. Soit & un segment de P, Eet£’ses 
points extrêmes, A, la variation de f sur &. À, est positif. 

Rangeons en une suite unique les intervalles w, ou 4,6, contigus 
à &. Par hypothèse, la série des variations de / sur les 2 premiers 
intervalles w, ne tend pas vers / (8) — f(£) quand x croit indéfini- 
ment, mais vers une limite, inférieure de À, à ce dernier nombre. Or, 
l'excès de f(E') — f(E) sur cette somme, c’est la somme des variations 
de f sur les n+ 1 segments 9; séparés sur &&' par w,, ..., w,. Est-il 
possible que la variation relative de / sur chaque p; soit inférieure à 
un nombre positif fixe A? Non, car alors la somme des variations de f 
sur les p; serait inférieure à AXo;. Or, cette somme tend vers À,, 
quand > croit, et Zo; tend vers la mesure de ow, c’est-à-dire zéro. 
Il y a done contradiction. Donc, si grand que soit le nombre 


un ensemble épais quelconque, puisque E contient alors un ensemble parfait épais en 
lui-même. Done, l'ensemble des points où f possède un nombre dérivé extréme fini 9, 
sans admettre » pour dérivée approximative, est de mesure nulle. 

Il en résulte, en usant de nos notations habituelles, que l’ensemble des points où f n’a 
pas de dérivée approximative (ou générale) est contenu, à une épaisseur nulle près, dans 
celui où f réalise le cas (AA') (+ et — + dérivés bilatéraux). 

Ce théorème précise les résultats du n° 32 et sera lui-même complété plus loin. 
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et sur lesquels la variation relative de / surpasse A. Ceci ayant lieu 
quel que soit &, segment de P, les ensembles A,= ++ et A,=+% 
sont des résiduels de P (1"° Partie, n° 31, App. I). 

De la résulte que, si une fonction f possède en tout point une dérivée 
finie bilatérale ou simplement unilatérale o, fest résoluble. Car, sa varia- 
tion, réductible autour de (et a fortiori : sur) tout ensemble par- 
fait IL (n° 35), ne saurait, si If est mince, être définie sur une por- 
tion II, de IT sans être constamment nulle sur I,. Donc, P étant un 
ensemble parfait quelconque, si f admet en tout point © pour dérivée 
uni- ou bilatérale, sur toute portion & de P sans points communs 
avec un certain ensemble K, agrégé à P et non dense sur lui, ou 
inexistant : 1° la variation de f est définie; 2° © est sommable; 
3° la variation de f sur o est égale à la somme besgienne de 9 sur &. 

En particulier, supposons que cette dérivée soit sommable sur ab. 
Étant établi que f(x) est résoluble, cette fonction coincide nécessai- 
rement (n° 29) avec la somme algébrique de f(a) et de l'intégrale 
besgienne de 9 entre a et b. Étendons le théorème sur la résolubilité, 
aux fonctions possédant seulement un nombre dérivé extrême fini, et 
pour cela démontrons le théorème du n° 38. 


positif A, ily a des segments p limités à deux intervalles contigus à & 


39. Examinons un premier cas très simple. Nous allons prouver, 
par une application du théorème fondamental sur l'épaisseur des 
ensembles à mesure positive, qu’une fonction h(x) constante sur 
chaque intervalle contigu à un ensemble parfait mince P, et croissante 
sur P('), a une dérivée infinie positive en tous les points d'un ensemble 
partout dense sur P. 

Substituons à æ la variable y continue et croissante en x (qui par 
suite est continue et croissante en y), égale à æ + h(x). Aux points £ 
de P décrit par x, correspondent en y les points n d’un ensemble 
parfait Q. 

Les intervalles contigus à P et à Q ont même longueur. Car sur 
l’un des premiers, soit u, A(æ) est constant. Donc, la variation de x 


—. 


(1) Nous disons que: f est croissant sur l’ensemble parfait P, si f(x’) —f(x) a le signe 
de x'— x, quand x et x' sont agrégés à P sans être les extrémités d’un même contigu. 
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et celle de y sur w sont les mêmes, savoir u. Or, la seconde est la 
longueur de ¢, homologue de wu. Bes 

Q est épais en lui-méme. Car la mesure d’une portion de Q limitee 
par y, n, est l'excès de la distance nn’ sur la longueur totale des 
contigus à Q situés entre n et 7. Or, cette dernière est égale à la 
longueur totale des contigus à P compris entre £ et &, homologues 
de n et n. C’est done & — £, puisque P a une mesure nulle. Donc la 
mesure de Q entre n et nest 


n—n—(ËÈ —E£)—=h(E) — h(E), 


nombre positif, puisque À croit entre deux points de P non extrémités 
d’un même intervalle contigu. 

Q étant épais en lui-même, l’ensemble g des points de Q, où l’épais- 
seur de ce dernier ensemble est égale à un, est partout dense sur Q 
(il est gerbé sur Q, mais a même mesure que Q; voir 1°° Partie, n°° 20 
et 21, p. 137; et n° 15, p. 125). Soit n un point de g. Si y tend vers n, 
l'épaisseur moyenne de Q sur n y tend vers 1. Cette épaisseur est tou- 
h(æ) —h(6) 

YR 
l’ensemble (agrégé à P) homologue de g. Pour tout point de p, 
h(xv)—h(é) 
æ—Ë+h(zx) — h(E) 
h(æ)—h(E) 
æ — 
vers +. h a donc une dérivée infinie positive en tout point de p, 
ensemble partout dense sur P. | 

À priori, l'ensemble des points où il y a une dérivée infinie sur P 
est gerbé, puisque l’ensemble des points où le dérivé médian ou 
extrême zéro existe, est un résiduel de P, à cause de la variation nulle 
de 2 (x) sur tout contigu de P (1"° Partie, n° 31, App. 1). 


jours » que y soitinférieur ou supérieur à 4. Soit done p 


tend vers 1, quelle que soit la manière dont «x 


tend vers £. Donc » qui est positif, tend en même temps 


39 bis. Passons maintenant au cas général. Nous allons montrer 
que, st f a sur toute portion de l’ensemble par fait mince P une variation 
définie et positive, l’ensemble des points de P, où les quatre dérivés sont 
infinis, est partout dense sur P. 


Effectuons la décomposition habituelle f=g+h, h étant la varia- 
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tion de f sur P entre a et x, puis, comme ci-dessus, la transfor- 
mation y= «+h. Soit Q l’ensemble des y homologues des x agrégés 
a P. Q est épais en lui-même (39). Posons f(x) = F(y). Chacune des 
propriétés suivantes est séparément vérifiée sur une pleine épaisseur 
propre de l’ensemble Q ; toutes le sont donc simultanément sur une 
pleine épaisseur commune g, de Q. En tout point de g, : 1° A, consi- 
dérée comme fonction de y, étant la mesure de Q entre a= y(a) et y, 
a la dérivée 1; 2° F(y) ayant, sur la portion de Q comprise entre a 
et y, une variation A définie et croissante, donc une variation totale 


sur Q définie et bornée, a une dérivée spéciale à Q égale à = =] 
(3° Partie, n° 24); 3° l’un des quatre cas fondamentaux des ne 
dérivés est vérifié par F(y). Soit p, l'homologue de g,. Je dis qu’en 
tout point £ de p,, les quatre dérivés extrèmes de /() sont infinis. 
En effet, donnons à x un accroissement Aw à partir de £ et désignons 


par l’affixe A les accroissements correspondants des fonctions. On a 


Af(x)  AF(y) Ay Ah 


AE Pay Ah Az 

Quand Aw tend vers zéro, il en est de méme de Ay, donc le second 
facteur tend vers 1; le dernier, nous l’avons vu ci-dessus, tend 
vers + , d’après Av = Ay — Ah. Donc f ne peut avoir en Ë un dérivé 
extrême fini que si F(y) a en n, homologue de €, un dérivé extrême 
nul. Mais ceci est impossible, puisqu’en n F(y) a le dérivé bilatéral 1 
(spécial à Q) et que nous sommes dans l’un des quatre cas fonda- 
mentaux des nombres dérivés (1° Partie, n° 57, et 2° Partie, p. 164). 
Donc, j a ses quatre dérivés extrémes infinis en £. CH Grrs.D. 

Observons qu’en n nous avons pour F(y) soit le cas (AA’), soit 
le cas [BD'] avec A,= — d,— +, 6,=A,=1, soit le cas [DB'| 
avec A, = A,=1, dy=—A,— — «, soit le cas [CC’] avec la dérivée 
ordinaire 1. En £, nous aurons les cas correspondants : 1° A/=A,= +0, 
dy= 0,55 — 9 ; 2° Myo gm de +c, ds —=— Ce 4 ds A,=û,— + 0, 
dy = — ©; 4° la dérivée + æ. Notons encore, et cette remarque nous 
sera utile, que g,, étant une pleine épaisseur de Q, contient des en- 
sembles parfaits, et cela, dans toute portion de Q. La correspondance 
de Q et de P étant continue, p, contient aussi un ensemble parfait dans 
toute portion de P. 

Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Jun 1916. 24 
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40. Si l’on veut appliquer ce théorème à la recherche des dérivés 
infinis d'une fonction f sur un ensemble parfait mince R, où elle a 
une variation définie et non nulle entre ses extrémités a et 5, on dési- 
genera par u(x) la variation de f sur la portion de R, comprise entre 
l'extrémité gauche a de R et æ. Alors (æ) est une fonction constante 
dans chaque intervalle contigu à R. Nous pouvons supprimer dans R 
les points en lesquels (x) est constant, c’est-à-dire les points de R 
intérieurs à un intervalle où à. est constant. R est remplacé par un 
ensemble parfait R,, non nul, sinon x, constant en tout point, soit 
sur R, soit hors de R, serait constant sur ab, ce qui est faux, d’après 
nos hypothèses u.(a) = 0, u(b)=£ 0. Je dis que l’ensemble | des points 
où les quatre dérivés extrêmes de f sont infinis est partout dense sur R,. 
En effet, sur toute portion de R,, u(a) est non constant. Je peux 
prendre sur une telle portion deux points particuliers &, & où w a 
des valeurs différentes u, u’. Alors il existe un ensemble parfait o(&,&’) 
agrégé à la portion.de R, limitée par &, &’, et tel que, sur toute portion 
de p(Ë, &), la variation de / est définie et douée du signe de la 
variation w —u de f sur R (et sur R,) entre £ et &. Sur p(E, &) 
nous aurons, en un résiduel, un dérivé bilatéral infini du signe 
de »’—u, et en tous les points d’un ensemble dense sur 9 (£,£), 
quatre dérivés extrèmes infinis. Donc I est partout dense sur R,. En 
tenant compte d’une observation faite quelques lignes plus haut, nous 
pouvons énoncer ce théorème : 


Si une fonction continue f et un ensemble parfait mince P sur lequel 
la variation de f est définie, sont tels que, dans toute portion de P en 
existe une autre, où la variation de f est non nulle, alors il existe un 
ensemble H agrégé à P, partout dense sur lui, et en tout point duquel les 


quatre dérivés extrémes de f sont infinis. De plus, H contient sur toute 
portion de P un ensemble parfait. 


On peut évidemment donner à l'énoncé du n° 38 la forme suivante : 


St une fonction f a, en tout point, au moins un dérivé extrême fini 
pour un côté et un rang inconnus et variables, il n'y a pas d'ensemble 
parfait mince où la variation de f est définie et non nulle. 


Nous savons d’ailleurs (n° 30) que, / satisfaisant à la même hypo- 
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thèse, dans tout ensemble parfait P existe une portion sur laquelle 
la variation de / est définie. Donc, si P est mince, cet ensemble con- 
tient une portion où la variation de / est simultanément définie et 
nulle. fest donc résoluble et l'on peut énoncer le théorème suivant : 


41. P étant un ensemble par fait quelconque, si f admet en tout point 
la fonction finie 9 pour dérivé extréme, de côté et de rang inconnus, 
indifféremment variables, sur toute portion & de P sans points communs 
avec un ensemble fermé K, agrégé a P et Non DENSE sur lui : 1° la varia- 
tion de Jf est définie; 3° o est sommable; 3° la variation de f sur & est 
égale à la somme besgienne de 9 sur &. 


41 bis. Montrons enfin que f est complètement déterminée (à une 
constante additive près) par le dérivé extrême fini © de côté et de rang 
inconnus et variables. Soient f, et f, deux fonctions admettant en tout 
point o pour dérivé extrême. Nous avons montré (n° 32 et aussi 
n° 37, si l’on ignore les cas fondamentaux des nombres dérivés ) que 
2 est sur une épaisseur pleine une dérivée approximative pour cha- 
cune de ses primitives. Donc /, — /, admet sur une épaisseur pleine 
la dérivée approximative zéro, donc le dérivé bilatéral médian ou 
extrême zéro. D'ailleurs /, et j,, et par suite /, — f,, sont résolubles. 

Donc f,— f, est constant. 

_ L’aisance avec laquelle la notion de fonction résoluble permet de 
répondre à des questions assez délicates concernant les relations entre 
une primitive et l’un de ses nombres dérivés, rendra sans doute 
le lecteur indulgent à l’analyse un peu longue et abstraite dont le 
terme a été de caractériser cette nouvelle classe de fonctions, et nous 
justifiera de l’étudier davantage et de chercher de nouvelles catégories 
agrégées à cette même classe. Nous allons d’abord présenter quelques 
observations sur la nature de la variation des fonctions sur les 
ensembles parfaits. 


Étude complémentaire de la variation sur les ensembles parfaits. 


42. Si la variation de f sur l’ensemble parfait P est définie et non 
nulle, l’ensemble des valeurs prises par f sur P est épars. 
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En effet, déterminons d’abord sur P un ensemble parfait où la 
variation de f a un signe constant sur une quelconque de ses por- 
tions (13). La propriété énoncée, si elle est établie pour le nouvel 
ensemble, sera vraie a fortiori pour le premier. Supposons done P 
satisfaisant à cette condition préalable. Soit A(a) la variation de f 
entre a et æ sur P. En changeant f en — f, s’il est nécessaire, nous 
pouvons supposer /(a) positif. Supposons P mince (*). La transfor- 
mation habituelle y = x + A(a) change P en un ensemble Q épais 
en lui-même et dont la mesure entre deux points y et y’est la variation 
de / entre les deux points x et 2’ homologues des premiers. Posons 


g=f—h et G(x)=/f(a)+(a2z)|V,|+[f(&)—f(am)ls 


w étant o ou 1, suivant que x est sur P ou intérieur au contigu a,,6,,. 
Considérons A et G comme des fonctions de y. Nous savons que, sur 
une pleine épaisseur Q, de Q, simultanément l’épaisseur de Q est 1 
et Ga spécialement à Q une dérivée nulle (p. 168, note). Soit n un 
point quelconque de Q,. Nous pouvons prendre « positif et suffisam- 
ment petit pour que, quel que soit n’ agrégé à Q entre n — « ety + « 
(y, comme tout point de Q,, est de seconde espèce sur Q), € et & étant 
les homologues de x et 7’: 1° l’épaisseur de Q entre n et 7 (variation 


relative de A) soit supérieure a 75 ; 2° la variation relative de G entre 7 


et n', savoir 


G(E En — Ge), 
n'— "1" 


ste os <- I a) is . 
soit inférieure à —- Supposons, par exemple, 7 supérieur à n. 


4 


Entre £ et &, la fonction continue / prend toutes les valeurs de 


NT 


(1) Si P est épais, ou bien on s’abstiendra de transformer + et l’on placera ~ en l’un des 
points où A a une dérivée positive et où G a une dérivée nulle spéciale à P, ces points E 
formant une pleine épaisseur de P; ou bien on transformera « par la formule commune 
à tous les cas : y = x + (ave) (f= x, P)=zx+Ah(x) — U(x), U(x) étant la longueur 
. de Pentre a et x (*). Les raisonnements du n° 42 s'appliquent alors indifféremment à 
tous les ensembles P. 


(*) (aVb) ( f, P) désigne la variation de J sur la portion de P située sur le segment ad. 
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F1 . . , 
l | Ft Or, la différence 
S(E)—f(E) = h(E’) —h(E) + 8 (E') —g(E) 


surpasse = (n — 7), puisque 4(2’) — h(€) surpasse les : de n—net 


que | g(&') — g(&)| est inférieur à G(£)— G(Ë), moindre que le 
quart de 4’— n. L’intervalle des valeurs prises par / entre & et & est 


+ 


nes 5 1 : « 
donc supérieur à 5 (n'—). Retranchons de 2’ x intervalles ainsi 


énoncés dans leur ordre géométrique, w,, ..., w, ou &,6,,...,a,6,, 
contigus à P, intérieurs à £6’, et séparant sur 62’ les segments linéaires 
Pis Pos «219 Pneu (6 et & étant de seconde espèce sur P, aucun o; n’a 
pour extrémité € ni &’). f prend sur o; toutes les valeurs comprises 
come (8) elif (a) (i= 1,.., 261), en posant 8, =f, t.= =. 

Considérons, dans l’échelle des nombres, les intervalles /(«;) à f(B;) 
ou #;, et les segments /(B;.,) à f(a;) ou r;. Nous pouvons aller du 
point initial f(£) = /(8,) au point final /(E)= f(a.) en parcou- 
rant successivement de l’origine à l’extrémité de chacun d’eux, les 
intervalles et les segments 7,,,, 72, P25 +++) Pn» Tne, dont la réunion 
contient donc certainement le segment o limité par /(¢) et /(&). 
Certains de ces intervalles et segments peuvent d’ailleurs, intégrale- 
ment ou en partie, sortir de o et aussi se recouvrir l’un l’autre. 
Mais si un point 0 de co n’est intérieur à aucun des intervalles ¢;, il est 
certainement agrégé à l’un des segments 7;. Et, comme / prend sur 9; 
toutes les valeurs du segment r;, légalité / — 0 est vérifiée sur l’un au 
moins des p;. Done, si l’on retranche de ¢ toutes ses parties communes 
avec l’un au moins des v;, les segments restants font entièrement partie 
de l’ensemble des valeurs prises par / sur un au moins des 9;. Ce 
dernier a donc une longueur totale au moins égale à 5 — 24. ©, c'est 
le nombre positif se) — f(£). 9;, longueur de lintervalle limité 
par f(a) et (Be), vaut |/(B;)—/(a)|- Mais / (8) — f(a), c'est, 
A étant constant sur w;, g(B;) — g(«;), dont la valeur absolue est infé- 
rieure à G(B;)— G(«;). Done, quel que soit le nombre d’inter- 
valles w; ou «;b; nie, les +; ont une somme er 


(2) — GE) << +. Done, /(E) — f (8) surpassant “—", l’en- 


a) des valeurs ra par f sur la totalité des segments CARRE 
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sur EE’ quand on en exclut un nombre quelconque d’intervalles w; 


hd . 4 m9 à n'—7 
contigus à P, possède une mesure supérieure à —— : 
4 


Supposons rangés en une suite, les intervalles contigus a P com- 
pris entre Ë et 2’. Considérons les ensembles A, des valeurs prises par f 
sur les n + 1 segments restant de £€’ quand on exclut de ce dernier 
les n premiers intervalles de la suite. Chaque A, contient tous les sui- 


1n'—"1 


vants et a une mesure supérieure à ———- Les valeurs prises par f 
: 4 


sur P sont contenues dans tous les A,, et inversement une valeur 
appartenant à tous les A,, donc prise, quel que soit z, sur l’un au 
moins des segments demeurant sur £2/ après extraction des À pre- 
miers u,, cette valeur est prise par / sur P, en raison de la continuité 
de f et de ce que P est fermé. Donc, l’ensemble À des valeurs prises 


! 


4 
L’ensemble des valeurs prises par f sur P est donc un ensemble fermé 
épais. 

Observons encore que, 4/— n étant inférieur à 2[f(£) — f(£)|, 


, . ’ ‘ " 
par f sur P entre Ë et & a une mesure au moins égale à 


; 5 à r DL ÿ r rye 
l’ensemble À a une mesure supérieure à à [FCE) —/(E)|. D ailleurs 
un instant d'examen suffit à reconnaitre que le coefficient à pourrait 


être remplacé par tout autre inférieur à un, à la condition de resserrer 
suffisamment l’intervalle n — « à n + x. Nous pouvons done résumer 
ainsi l’analyse précédente. 


42 bis. Si f a sur l’ensemble par fait mince (') P une variation définie 
et croissante, il existe un ensemble de points £ partout denses sur P (et 
même ayant pour homologues n les points d'une pleine épaisseur de 
l’ensemble Q) tels que : 1° en &, f(x) a la dérivée bilatérale + > spé- 
cialement à P (parce que F(y) = f(x) a la dérivée un spéciale à Q); 
2° e étant un nombre positif indépendant, il est possible de définir un 
intervalle £ — à à £ + 0 tel que, pour toute valeur & agrégée à P et 
intérieure à cet intervalle, l’ensemble des valeurs prises par f sur P 


— = 


a Si P est épais en lui-même, le même énoncé est encore valable, sauf à modifier 
ainsi le premier caractère de = : « f possède en = une dérivée positive. » 
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entre € et & ait, sur le segment limité par FE) et f(£'), une épais- 
seur supérieure à 1 — e[d après la condition 1°, d’une partis est de 
seconde espèce sur P, done il y a des €’ de chaque côté de £; d’autre 
part f (6) — f(E) a le signe de £ — EF]. 

Nous utiliserons un peu plus loin ce résultat (n° 48, 2°, p. 201). 


43. En nous fondant encore sur cette idée que la mesure de l’en- 
semble des valeurs de f sur un ensemble parfait &, est la borne infé- 
rieure stricte de la mesure de l’ensemble des valeurs prises par / sur 
l’un au moins des n + 1 segments restants entre les extrémités des æ, 
quand on supprime a intervalles contigus à &, choisis à volonté et 
en nombre quelconque, nous allons prouver que, st une fonction a une 
variation définie et nulle sur un ensemble parfait P, l’ensemble de ses 
valeurs sur P est mince. 

En effet, en conservant toutes les notations précédentes, la série V, 
étant supposée absolument convergente, on a, quel que soit a sur P, 


Vie vss (ae) Ve. 


Remplacons f par une fonction /, linéaire (ou simplement unioscil- 
lante) sur chaque intervalle contigu à P, et coincidant avec f sur P. 
L'ensemble de valeurs considéré ave l’énoncé est donc le même 
pour f et pour /,. § étant un point quelconque de P, posons 


G(2) =(aXé)| Val. 
Soient & et & (2 < £’) deux points quelconques de P. Ona 
[CE — fc) | << (EXE) | Val = GE) — GCE). 


Cela étant, considérons, sur ab, n quelconques des intervalles contigus 
APS.  U, OU Gp, ..., séparant les segments p,, .-:, p,.,. 
Les valeurs prises par /, sur e;, d’extrémités 8;_,, «;, forment le seg- 
ment r limité par le maximum et le minimum de f, sur pie darts 
tout contigu à P, étant unioscillante ou constante, les minimum se 
maximum de f, sur g, sont pris en deux points de P, soient ;, 2; 
agrégés au segment p;. Donc, 


Si (91) — fit) =ri 
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est en valeur absolue inférieur à 

| (7 (0;) rs G (77) | < Gla) — G(B: 1) = (Bi-1 2&7) | Val: | 
L'ensemble A, des valeurs prises par /, sur l’un au moins des seg- 


ments 9; est constitué par la réunion des 2 , et a une mesure au dns 
égale à la somme de ceux-ci. Done A, est inférieur en mesure à 


2224) PV] DA LT FT [VO] —]V@| DT ae pvc, 


1 


(Bo 2 Ay ) | NS 


en désignant par V® la variation de / sur w;. La série |V,| étant 
convergente, nous avons là ce qui subsiste de sa somme quand on 
en retranche n termes quelconques. La borne inférieure du reste 
est zéro. C’est la mesure de l’ensemble des valeurs sur P, de /, et 
de f. 

Donc, /a condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f 
admettant une variation définie sur un ensemble parfait P, ait de plus 
une variation non nulle sur au moins une portion de P, est que l’ensemble 
des valeurs prises par f sur P soit épais. 

Il résulterait de là une nouvelle définition d’une variation nulle 
de f sur un ensemble parfait P, même quand la série des V, n’est 
absolument convergente pour aucune portion de P. Nous allons 
former tout à l’heure un exemple où, dans ce dernier cas, l'ensemble 
des valeurs de f sur P est mince. Mais auparavant nous montrerons, 
dans le cas de la convergence de | V, |, que : 


44. Stune fonction f a une variation définie sur un ensemble par- 
fait P, sa variation totale sur P coincide avec la borne supérieure, et la 
limite quand à tend vers zéro, de la somme n des mesures des ensembles 
de valeurs prises par f sur un système de portions en nombre fini, deux 
a ee ere ou Juxtaposées, décomposant P et inférieures en dimen- 
sion à 


Comme plus haut, nous envisageons une fonction f, coincidant 
avec / sur P et unioscillante dans tout contigu à P. Soit h(a) la varia- 
tion commune de fet de /, sur P entre a et x, a et b étant les extré- 
mités de P. Soient &,, &,, ..., w, le système de portions de P, décrit 
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dans l’énoncé, et u,, v; les extrémités de w;. Ou bien uz et v;,, Coin- 
cident entre elles et avec un point de seconde espèce de P; ou bien v, 
est l’extrémité gauche d'un contigu a P, dont ui, est l'extrémité 
droite. Par dent (n°20) la variation totale de f sur P est la borne 
supérieure de la somme 5 = X|h(v,) — A(u,)| pour toutes les décom- 
positions possibles de P en portions &,. Si l’on partage une portion & 
en deux ou plusieurs autres æ’, la somme des variations absolues de À 
entre les extrémités des &’ vaut au moins la variation absolue de A 
entre les extrémités de &. 

Tout pareillement, les ensembles À(&’) de valeurs prises par / sur 
les nouvelles portions &’, en se réunissant, redonnent l’ensemble des 
valeurs prises sur &. Mais il est évident que, les premiers ensembles 
pouvant se recouvrir partiellement, la mesure de A(w) est au plus 
égale à la somme des mesures des A(w’). Un raisonnement d’un type 
bien connu montre que, selon les notations de l’énoncé, les bornes 
supérieures, finies ou infinies, de n et deo’, sont les limites respec- 
tives de ces mémes nombres, quand 6 tend vers zéro, ces limites étant 
indépendantes du système ©; correspondant à 4. 

e étant donné, soit N un entier tel que|V,,,|[+[|V;,,|+... soit 
inférieur à €, V, étant la variation commune de f et de /, sur le 
contigu u, à P. 

Supposons à inférieur à la plus petite longueur à, des inter- 
valles w, d'indice au plus égal à N. Alors, toutes les extrémités de 
ces uw, sont parmi les extrémités des portions w; et forment des 
couples v,, %,.,- Soient y;, 6; les points du segment uv; où f, prend 
respectivement ses minimum et maximum. y; et 6; peuvent toujours 
être supposés sur &;, f, étant unioscillante (ou constante) sur tout 
contigu à P. L'ensemble des valeurs de fis sur u;v; est le seg- 
ment f(y), Si). L'ensemble des valeurs prises par /, dans les con- 
tigus à &; a sa mesure au plus égale à (y;Xv,)|V,|. Donc, la me- 

sure n; de l’ensemble des valeurs de /, sur æ; est égale à 


FU) — f(y.) — 9;( pi &v,) | V,! avec O0 Gye I. 
D'après | f 
ce Pe eel el | 8 (0: — sy) [< (pity) Val, 

oA Mi RO) — h(i) + GS) 1 Val: 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Juin 1916. 25 
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et, en tenant compte de 
FO) —S( yi) > |S 01) —P (Hi) | 
il vient ; 
| h(vz) — (prs) | — 2 (pe Ev) | Val ni < AG) — (ys) | + 2 (eX) | Vale 


Nous avons supposé d << à,. Comme n dans ces formules est alors 
supérieur à N, on a, quel que soit le système &; correspondant à Ô, 


(1) n>X|h(v;) —h(pi)| —2e=0'— 2¢ 
et 
(2) n< Z|h(0;) —A(yi)| + 2 =7 4+ 26. 


1° Si a’ est non bornée, les relations (1) montrent qu’il en est de 
mème de n; 2° sic’ a pour borne supérieure (et pour limite, quand à 
tend vers zéro) un nombre fini ®, d’après les relations (1), la borne 
supérieure (et la limite) de n, si elle est finie, vaut au moins ®. Con- 
sidérons les relations (2). Quel que soit le système de portions &; 
décomposant P, l'intervalle linéaire à; y; étant toujours compris entre y; 
et v,, deux intervalles 6,7; sont sans points communs. Done, 7 est infé- 
rieur à ®. Donc la borne supérieure de y est finie et au plus égale 
à ®. Donc, elle est exactement ®. Le théorème est entièrement établi. 
Dans le cas où la série V, est non absolument convergente, le 
théorème précédent permettrait de définir une variation totale de f 
sur P. 


45. Montrons, par un exemple, que la série V, peut être, pour toute 
portion d’un ensemble parfait P, non absolument convergente, la me- 
sure des valeurs de f sur P étant cependant nulle. Ces valeurs seront, 
par construction, les points de l’ensemble parfait obtenu en retran- 


chant du segment o—1 sa moitié centrale (c'est-à-dire Vintervalle % 7)» 


puis en répétant indéfiniment la méme extraction sur les segments 
conservés. L’ensemble restant sera bien sans épaisseur. P est donné, 
mince ou épais, d’extrémités a, b. Sur chaque contigu a P, f sera 
choisi linéaire et déterminé par ses valeurs aux extrémités. Soit w, 
ou a,6, le plus grand (ou l’un des plus grands) des contigus à P. Je 


Or 
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pose 


flay=f(a)=0,~ , fie)=f(b)=1. 


I 3 
z? sur b; b, entre 7 et I. 


Sur chacun de ces segments aa,, bb, je choisis quatre intervalles con- 
tigus a P, non surpassés en grandeur par les autres. Sur les intervalles 


Sur le segment aa,, fsera compris entre o et 


Fig. 4. 
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de rang impair compris dans aa,, je prends fallant du minimum o au 


4 
: * _ 20 
de 7 ao. De même sur b,b, nous prenons f allant de r à 7 pour les 
L2 à . Li = ‘ L L: Là sd Là 
intervalles impairs et de jàisur les intervalles pairs. Aux extrémités 


: Ta J | ; 
maximum ;- Sur les intervalles de rang pair, c’est l’inverse, f va 


_ des deux segments p, conservés à la première opération, fest nul pour 
le segment gauche, égal à un pour le segment droit. Après la seconde, 
aux deux extrémités de chaque segment o, conservé, f prend la même 

Is mae é 
valeur, 0, 777 oul: Aux opérations suivantes, sur chacun des seg- 


4 


= : 1 
ments ?;, f prendra des valeurs comprises entre o et — pour les pre- 


miers, - Let = pour les seconds me + — pour les troisièmes 
yee, © eet a6: E ORS 
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I — “ et 1 pour les quatriémes. Nous choisirons sur chacun des seg- 


ae o., 16 intervalles contigus à P, non surpassés de longueur par 
les autres, et sur ces Halles selon la parité du rang, nous faisons 
monter / du minimum au maximum accessible sur le segment Pa d’où 
sont tirés les intervalles, ou au contraire descendre f du maximum 
au même minimum. De telle Façon qu'après l’opération,. il nous: 
reste 2 < 5 x 17 segments g,, et qu'aux deux extrémités de l’un quel- 
conque d’entre eux fa la même valeur, qui est l’une des huit énumé- 
rées. D'ailleurs les variations absolues | V,| sur les intervalles placés 
à chaque opération ont une somme égale à un pour chaque segment 
traité. La construction progressive de f est évidente. Les valeurs 
prises par / sur P seront celles de Q, ensemble mince, et la varia- 
tion de f sur P n’est cependant définie dans aucun intervalle. 


Autres classes remarquables de fonctions résolubles. 


46. Nous allons voir que la classe des fonctions résolubles com- 
prend celle des fonctions douées en tout point d’une dérivée approxi- 
mative finie. A priori, une dérivée approximative connue en tout point 
détermine sa primitive. Car, si deux fonctions admettent partout la 
même dérivée approximative finie, zéro est en tout point la dérivée 
approximative de leurdifférence (n° 25), donc c’est un dérivé bilatéral, 
médian ou extrême de cette dernière. Cette différence est donc cons- 
tante (1"° Partie, n° 48). Un raisonnement analogue serait légitime si 
l’on savait seulement que la dérivée donnée vaut en tout point sur 


une épaisseur surpassant = -- Définissons cette dernière expression. - 
o(æ,) étant un dérivé uni- ou bilatéral de J en x,, formons 
l’ensemble E(9, e) des RS æ satisfaisant à la relation 


LE Men a(ajfce Von INR ons) pee 


En x, E(g, €) a les épaisseurs supérieure droite ea(E), inférieure 
droite e,(£), supérieure gauche e,(¢), inférieure gauche e,(e), qui 
sont respectivement les nombres dérivés de même nom au point x,, 


eae LS À. 2 
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de la mesure de l’ensemble E(+, <) entre un point fixe a à gauche 
de a, et un point variable 2('). Quand « tend vers zéro en décrois- 
sant, chacun des ensembles E(9, e) contient les suivants. Donc, 
aucune de leurs quatre épaisseurs extrêmes ne va en croissant. Elles 
tendent vers des limites ey, e,, e,, ¢,. Nous dirons que f admet en x, 
la dérivée droite 9(x,) sur une épaisseur supérieure e,, sur une épaisseur 
inférieure e,, et la dérivée none o(X,) sur une épaisseur supérieure eg, 
sur une épaisseur inférieure €... 

On montre comme au n° 2 dé la deuxième Partie qu’il existe alors un 
rt E possédant en a» les épaisseurs supérieure droite eg, infé- 
rieure droite e,, etc., et spécialement auquel ¢(2,) est en x, la 
dérivée de /; en d’autres termes VR(/, æ,,æ) tend vers, o(x) 
quand a tend vers x, sans quitter E. Réciproquement, si E existe 
remplissant ces conditions, fadmet, en 2, o(x,) pour dérivéé droite 
et pour dérivée gauche, sur des épaisseurs respectives supérieure et 
inférieure au moins égales aux quatre nombres précédents. Quand 
le côté où vaut la dérivée & n’est point spécifié, on sous-entend que 
© est une dérivée bilatérale, et les épaisseurs maximum ét minimum 
où elle est donnée comme valable sont respectivement le plus grand 
de eg, e, et le plus petit de e’,, e e,- Quand nous dirons que f admet la 
dérivée ‘gauche ou bilatérale © sur une épaisseur surpassant «, cette 
épaisseur est entendue inférieure ou minimum. Alors, il existe a for- 
tiort un ensemble E, d’épaisseur définie (unique) gauche ou bilatérale 


‘surpassant «, et spécialement auquel fa pour dérivée 9. 


Enfin la phrase « fadmet en &, un ensemble dérivé droit (ou. gauche) 
fini sur une épaisseur surpassant « » s’explique d’elle-méme. II 


existe alors un ensemble E’, ayant en æ, une épaisseur inférieure 
‘droite (ou gauche) surpassant «, et spécialement auquel tous les 


nombres dérivés de de forment un ensemble (fermé) d’extrémités 
finies. 3 


47. Montrons d’abord qu’une dérivée bilatérale o, valant en-tout point 


(1) Vappelle épaisseur maximum de E en x, la plus grande des. deux épaisseurs. supé- 


rieures, droite et gauche, de E au même point; épaisseur Pere la plus: DANS ee 


deux épaisseurs inférieures. 
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. I , ° Saleen ty à . x 
sur une épaisseur surpassant =» détermine sa primitive (*). En effet, soient 
f, et fy deux primitives de +. Alors, relativement à tout point x,, 


A 2 Si VE 1 
existent deux ensembles E, et E, d'épaisseur minimum en #.= + B, 


pour le premier, ~ +8, pour le second (8, et B, sont l’un et 


(1) Convenons de dire que #(x,) est un dérivé prépondérant droit de f en zo si, 
e étant un nombre positif indépendant, les deux ensembles E,(x9, €) et E:(zxo,€) ainsi 


définis, 
VR (f, 2, ©) > @ (to) — € et VR(f, to, æ) << 9(x%) +8, 


ont chacun leur épaisseur moyenne surpassant 1:2, dans l'intervalle 7) a.xy»+h(h>o), 
pour toute valeur de À inférieure à un certain nombre positif n (4 dépend de x, et de e). 

Ceci n’exclut pas l'hypothèse que, en x9, les épaisseurs inférieures droites de l'un et 
l'autre ensemble soient égales à 1:2. Elles ne peuvent évidemment être moindres. On 
montre comme dans un cas analogue (2° Partie, n° 2), que la condition ci-dessus équi- 
vaut à la suivante (*) : 

Il existe à droite de x, deux ensembles E;(xo) et E:(x0), ayant dans l'intervalle 
Lo, to + A(h > 0) une épaisseur moyenne surpassant 1:2 pour toute valeur de À infé- 
rieure à 7, et tels que tous les nombres dérivés de f respectivement spéciaux à E;(2o) 
et à E2(0) valent, les premiers au moins #(x,), les seconds au plus (x). 

Il est évident que deux nombres satisfaisant aux conditions de #(x,) coincident néces- 
sairement et que, l’ensemble | VR(f, 2, x) — 9(ao)|<e€ étant en x épais à droite, 
#(æ) est un dérivé droit, médian ou extrême, de f en xp. 

On définit pareillement le dérivé prepondérant gauche de f en x), quand ce nombre 
existe. 

Une dérivée générale, ou approximative, ou valant sur une épaisseur inférieure (ou mini- 
mum) surpassant 1: 2, unilatérale (ou bilatérale), est un dérivé prépondérant, pour le même 
côté (ou bilatéral). Ces trois catégories de fonctions possèdent donc les trois propriétés 
suivantes appartenant à ur nombre dérivé @(x) d'une fonction continue f(x), si 9 (x) est 
prépondérant bilatéral, ou unilatéral pour un côté invariable : 1° w(x) est limite de 
fonctions continues; 2° fx) prend, entre a et b, toute valeur comprise entre (a) 


(*) Il suffit de montrer que la première définition implique la seconde. Supposant l'existence 
des E;(æ,, €), construisons E;(æx,). Soit ¢, une suite décroissante tendant vers zéro et 1, le 
nombre n correspondant à e,. Nous pouvons supposer les n, décroissants. Nous déterminons une 


suite h,, décroissant à zéro, par la condition que l'épaisseur moyenne de E, (x, €, ) entre Zot hx, et 


æ surpasse =) quel que soit xentrex,+ n,,, et 2+ %,. A,,, existe parce que l'épaisseur moyenne 
d’un ensemble entre deux points dont la distance est bornée inférieurement est une fonction uniformé- 
ment continue de ces points. Soit E” la partie de E,(æ,, e,) comprise entre B+ hu et T+, 
et E,(z,) la réunion de tous les E”, Il est évident que l’épaisseur moyenne de E,(2,) surpasse 1: 2 
dans tout intervalle æ,, &, + , si 0 < k <1n,, et que toutes les limites de VR(f, 2, æ) quand x 


tend vers , sans quitter E,(2,) valent au moins 9( a, ). On construirait d’une façon analogue E, (x) 
au moyen des E,( 2p, €,). 
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, 8 . AE = I L. 
l’autre positifs et inférieurs à :) et sur lesquels respectivement 
J, et f, ont en x, pour dérivée spéciale o(x,). Les complémen- 


taires de E, et de E, ont en æ, des épaisseurs maximums ~ — 8, 
2 


1 ‘ 4 : 5 h ec 
et - — $,, donc leur réunion a une épaisseur maximum inférieure 


à1—6,—6,, donc E, et E, ont en commun un ensemble E non nul, 


dont l’épaisseur minimum en a, est supérieure à B,+ 8,. Sur cet. 
ensemble, la fonction 


VR( fa — fs do, ©) = VR( fo, do, x) — VR fis 2) @) 


tend vers zéro, que æ tende vers x, d’un côté ou de l’autre sans quit- 
ter E. E ayant des points des deux côtés de +,, puisque son épaisseur 
minimum est positive en æ,, zéro est en tout point un dérivé bilatéral 
pour f, — f,, qui est donc une constante. 


et 9(b); 3° l’ensemble À < (x) < B, s’il existe, est épais (et par suite, épais en lui- 
même ). 

Les mêmes propriétés appartiennent à U(x), si L(x) est en tout point un dérivé bila- 
téral unique d’une fonction continue. La troisième propriété ci-dessus appartient encore : 
a) à tout nombre dérivé bilatéral limite de fonctions continues; b) à tout nombre dérivé 
unilatéral de côté invariable possédant les deux premières proprictés. 

Ces résultats ont été signalés aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences (5 juin 

1916) et démontrés dans une Note parue en septembre 1916 dans l'Enseignement mathé- 
matique. [ls sont à rapprocher de ceux que j'ai donnés au sujet des fonctions à continuité 
approximative ou prépondérante (2° Partie, n° 10 à 13, en particulier la note des 
pages 183-185). 
_ Dans ces divers exemples, la première propriété est établie grâce à la partie réciproque 
du théorème de M. Baire : « Une fonction ponctuellement discontinue sur lout ensemble 
parfait est limite de fonclions continues. » Les fonctions signalées dans cette Note sont, à 
ma connaissance, les seules avec les fonctions semi-continues, dont l'inclusion dans la 
classe 1 ait été démontrée par application du théorème précédent, sans que la définition 
de ces fonctions 9(x) rende évidente une suite de fonctions cuntinues 9,(x) tendant 
vers w(æ). Il y aurait intérêt à déterminer ces fonctions +, pour les types ci-dessus. 

Je signale enfin la forme sous laquelle j'utilise cette partie réciproque du théorème de 
Baire : Pour que » soit limite de fonctions continues, il suffit que, quels que soient À et p, 
le premier inférieur au second, les deux ensembles $ <i, 9 > W ne soient pas partout 
denses sur un méme ensemble parfait. Je tire également parti de l'énoncé suivant : St w, 
est un intervalle dont la longueur tend vers zéro, si le point cn est intérieur à wn, st 
l’ensemble des cn est partout dense ‘sur l'ensemble parfait P, les points de P intérieurs 
à une infinité d’intervalles w, forment un résiduel de P (voir ci-après, au n° 48, plu- 
sieurs applications de ce théorème). 
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48. Nous allons montrer que st, en tout point x, et d’un côté au 
moins, f le? un ensemble dérivé fini sur une épaisseur inférieure « 


surpassint — = (égalité exclue), L est résoluble. L'épaisseur dont . il 


s’agit dans fates: dépend ali point x. Mais si elle est = + B(x), 


notre hypothèse est que B(æ), dont la borne inférieure peut être zéro, 
n’est jamais nul ('). Notre démonstration contiendra trois parties : 
1° moyennant la simple hypothèse : « > o en tout point, l’ensemble 
des points du continu au voisinage desquels fa sa variation totale non 
bornée, est non dense; 2° avec cette même seule hypothèse, sur un 
ensemble parfait mince, / ne peut pas avoir une variation définie non 
nulle; 3° si « surpasse en tout point = *, fa une variation réductible 
sur tout ensemble parfait discontinu. Les deux dernières proposi- 
tions, à elles seules, justifient que, si « surpasse >» / est résoluble. 
Démontrons la première. 

1° Je dis que sz une fonction f a, dans tout intervalle intérieur à un 

segment ab, une variation totale non bornée, il est impossible qu'elle ait, 

en tout point et pour au moins un côlé, un ensemble dérivé fini sur une 
épaisseur inférieure positive. . 
= En effet, donnons-nous un entier positif très grand N. La variation 
totale de f étant infinie dans tout intervalle, également dans tout 
intervalle il existe des points c, d, entre lesquels la variation relative 
de est supérieure à + N°, et des points c’, d’, entre lesquels elle est 
inférieure à — N°. Considérons un des pranieyy couples (c< d). 

Posons d —c=u. Ona 


f(d) —f(o)> New. . 
Soient # le point d + Nu et C, D les points figuratifs de f correspon- 
dant à c et à d dans une représentation géométrique de f en. coor- 
données rectangulaires. Les parallèles à Ox menées par C et D (nous 
my On verrait sans peine, par un raisonnement d'un type fréquemment utilisé ci-après 
et revenant à démontrer, dans un cas particulier, le dernier énoncé de la note de là 


page précédente, que, P étant un ensemble parfait quelconque, continu ou non, len- 
semble R des points de P où le minimum de f(x) sur P est nul, Rest non dense sur P. 
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les considérons comme horizontales) déterminent, avec les droites 
d’abscisses d et Æ, un rectangle MIHD ou R, de base Nw et de hauteur 
supérieure à N°u (fig. 5). Divisons le rectangle R en N bandes 6 
horizontales d’égale largeur, cette dernière surpassant donc N°u. 
Notons que, si x varie entre d et #, le point figuratif de f n’est pas 
nécessairement dans le rectangle R. A chaque bande 8 faisons cor- 
respondre sur l'intervalle d& l'ensemble E (8), pouvant d’ailleurs être 
inexistant, des valeurs de + pour lesquelles le point figuratif de f est 
intérieur à cette bande. Les E (B) sont deux à deux distincts. Donc, 
la somme des épaisseurs des E (B) sur le segment dé est au plus égale 


Fig. 5. Fig. 6. Fig. 7. 


CR EE 


à 1. Les bandes B sont au nombre de N. Donc, pour l’une d’elles au 
I 
N 
donne, sur le segment dé = Nu, une mesure au plus égale à u pour cet 
ensemble. Soient B, cette bande et A, la droite équidistante des côtés 
de B,, prolongée vers la gauche au moins jusqu’à l’abscisse c. En vertu 
de la continuité de f, la courbe (x, f), passant parC et D, coupe A, en 
au moins un pointS, d’abscisse s comprise entre c et d. Joignons S aux 
deux sommets droits de la bande 8,. Nous obtenons un angle 0 ouvert 


a droite, bissecté par A,, la tangente de la moitié de 0 étant supérieure 
2 


———_ = ®, 
2(N +1) 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Just 1916. ; 26 


moins, l’ensemble E(B) a, surd#k, une épaisseur au plus égale à +; ce qui 


au demi-côté dela bande divisé par 4—c, donc supérieure à 


2 ee een "og TEE _ 
eee FEES 


00 
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Évaluons la mesure de l’ensemble e défini par les conditions : 


IEEE Ne De 
Ti )S 


A un point x de cet ensemble correspond un point figuratif de f situé 
dans le triangle obtenu en coupant 9 par la droite æ = &. Or, tous les 
points de 0 d’abscisses comprises entre d et # sont dans $,. Les points 
de e situés entre d et # sont doncagrégés à E(6,), et leur mesure totale 
est au plus égale à w. 

Entre s et d la mesure de e est inférieure à d— s<d—c=u. Done la 
mesure de e est inférieure à 2u. Son épaisseur moyenne sur sf, qui sur- 
passe Nu, est donc inférieure à < = n. w croit indéfiniment avec N et 
no est inférieur à un. Enfin, N étant donné, cda pu être pris intérieur 
à un intervalle quelconque; donc sa longueur et celle de ck peuvent 
être supposées inférieures à telle fonction de N que l’on veut, préci- 
sément à 1 : w. Nous aboutissons donc à la conclusion suivante : 

Si grand que soit le nombre positif w, il existe un ensemble partout 
dense de points s, dont chacun est l'extrémité gauche d’un intervalle sf, 
de longueur inférieure à =; et sur lequel l’ensemble e(w,s) des x 
où VR(/,s,æx) est compris entre — w et + w,a une épaisseur moyenne 
inférieure à =. 

Les raisonnements développés pour démontrerle Premier Théorème 
des nombres dérivés (1"° Partie, n° 28 ; voir aussi le dernier énoncé dans 
la note de la page 199) vont nous permettre d'établir que, en un rési- 
duel de points y, l’ensemble e(L, y), défini par -L<VR(f,y,v)<L, 
a une épaisseur inférieure droite nulle en y, quel que soit le nombre 
positif L. 

Reprenant en effet le cours de notre analyse, nous voyons que, 
d'après la continuité de /, s peut être entouré d’un intervalle s’s”, 
situé entre c et d, et tel que, si 5 est intérieur à s's”, le point w 
figuratif de f, correspondant à 6, soit dans la bande 8, et suffi- 
samment près de S pour que les pentes des droites joignant à aux 
sommets droits de la bande, comprennent ‘entre elles les nombres 
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CT Le Chace fede : ce: de 
— = et = Alors, si £ est intérieur à s’s”, l’ensemble défini par les iné- 


galités simultanées 
—S<VR(fbz)<S, E<æz<k, 


a (on le verrait comme plus haut) une mesure inférieure à 2u; donc 
è LEO x , . . , . LT 
sur £4, supérieur à Nu, une épaisseur moyenne inférieure à = 
Soit alors un ensemble de points «,, dénombrable et partout dense 


à : I y I 
sur ab. Dans l’intervalle «, — 7 à % + > nous pouvons trouver un 


système de points s!,, s,, k,, rangés numériquement dans ce même 
I 


ordre, et tels que, pour toute valeur de € intérieure à s/s, l’épaisseur 
moyenne sur 64, de l’ensemble 


~ 5 <VR(S &, 2)< = 


AS oe ay) à . ’ / 
soit inférieure à = Soit u, l'intervalle s,s,. Les u, sont partout denses 
sur ab. Les points étrangers à u,, u,,,,... forment un ensemble fermé 
non dense H,. La réunion des H, étant un ensemble gerbé, son com- 
plémentaire R, partout dense, est par définition un résiduel de ab. 
Soit y un point de R. y est étranger à tous les H,, donc, quel que 
soit p, intérieur à l’un au moins des intervalles d'indice au moins 


égal à p. Donc, il existe une infinité d'indices m tels que y soit inté- 


i + 1) m , Q 
rieur à s,s,. Pour ces valeurs de m, l’ensemble (7 ) 1) défini par 
m m 


: . , . . » + N I 
a sur l’intervalle y4,, une épaisseur moyenne inférieure à —- Donc, 


quel que soit le nombre positif L, l'épaisseur inférieure droite de 
e(L, y) en y est zéro. Donc, en aucun point de R, f ne possède, sur 
une épaisseur inférieure droite positive,un ensemble dérivé fini. 

Le côté gauche comporte un résultat analogue vérifié sur un rési- 
duel R’. R et R’ ont en commun un résiduel (1"° Partie, p. 123-124, et 
2° Partie, p. 163 en note) en tout point duquel f ne possède d'aucun 
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“côté un ensemble dérivé fini sur une épaisseur positive. St donc f pos- 
sède en tout point, et pour au moins un côté, un ensemble dérivé fini sur 
une épaisseur inférieure positive, la variation totale de f sur le continu 
n'est infinie qu'au voisinage d’un ensemble non dense. 


2° Supposons qu’une fonction f ait sur un ensemble parfait mince 
une variation définie non nulle. Nous pouvons réduire cet ensemble à 
un autre P, sur toute portion duquél f ait une variation définie, uni- 
oscillante, par exemple croissante (n° 13). Nous allons montrer qu’en 
tout point d'un certain résiduel de P, f n'admet d'aucun côté un en- 
semble dérivé fini sur une épaisseur inférieure positive. 

Nous avons établi (n° 42 bis) qu'il existe un ensemble de points c 


(désignés par € au n° 42 bis) partout denses sur P, tels que, pour toute 


: ue x ¢ : I ° 
valeur de ¢ inférieure a1 (en particulier pour € = 3) : 1°spécialement 


à P, f(x) a la dérivée bilatérale + au point c, lequel est donc 
toujours de seconde espèce; 2° il existe un nombre positif À tel que, 
pour toute valeur de d agrégée à P et comprise entre c — À et c+, 


l’épaisseur moyenne, sur le segment f(c) à /(d), de l’ensemble des 


. I 
valeurs prises par f sur P entre cet d, surpasse 1—e = 1— 6: 


Cela étant, donnons-nous un entier N. D’après la première propriété 
de c, prenons d entre c et c+ de manière que la pente de CD 
surpasse N°, C et D étant les points figuratifs de f en c et d. 
Nous reprenons les premières notations du paragraphe précédent. 
Posant d—c=u etk=d-+ Nu, nous formons (fig. 6) le rectangle R 
ou MIHD dont les côtés horizontaux, prolongés s’il le faut, passent 
en C et D, et les côtés verticaux, en d et # sur Ox. Nous divisons R 
en 2N bandes égales 8 par des parallèles à Ox. Soit toujours E(B) 
l’ensemble des x intérieurs à dk et auxquels correspond un point 
figuratif de / situé dans la bande §. Celles des bandes B pour les- 


quelles l'épaisseur moyenne de E (8) sur dk ‘est au moins égale à nN? 


sont en nombre inférieur 4 N. Il y a donc au moins la moitié des 
I 

Rr 
Je désigne par B, l’une quelconque de ces dernières, Entre les bases 


bandes 8 pour lesquelles l'épaisseur de E(@) sur dé est inférieure à 


+ sd Ys lial ll aia 


. al N 
Donc la tangente considérée surpasse er 
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horizontales de 8,, menons deux parallèles à ces dernières au tiers et 
aux deux tiers de leur distance mutuelle. La zone comprise entre ces 
deux nouvelles parallèles détermine avec les verticales de cet dun 
rectangle 6. Examinons s’il y a des points x, agrégés à P entre c et d, 
et pour lesquels le point figuratif de f est intérieur à l’un des rec- 
tangles B°. La somme des hauteurs des @/, étant le tiers de la somme 
des hauteurs des B,, lesquelles comprennent au moins la moitié 
des 6, la somme des hauteurs des ff, est supérieure au sixième 
de MD = f(d) — f(c). Or soit p l’ensemble, évidemment fermé (et 
parfait), des points figuratifs de f correspondant à des valeurs de x 
agrégées à P, etp(u) la partie de 9 se projetant horizontalement sur w. 
L'ensemble À des valeurs prises par f sur P entre c et da, sur le seg- 


ment f(c), f(d), une épaisseur au moins égale à 1 — 5" Cette pro- 


priété signifie encore que la projection orthogonale de o(u) sur la 
droite æ = d, forme sur le segment MD un ensemble d’épaisseur 


sere x J . . . 
moyenne supérieure à 1 — &- Donc certaines de ces projections sont 


intérieures au côté droit de l’un des rectangles B;, et le point de ¢ cor- 
respondant est dans ce même rectangle 6°, puisqu'il est à la fois entre 


les côtés horizontaux et les côtés verticaux de celui-ci. Soient done S 


un point de p situé dans un rectangle 6,, S, sa projection orthogonale 
sur IH. Z étant la hauteur de 8’, et le tiers de celle de B,, soient sur IH, 
T'et T’ les points situés de part et d’autre de S, et à la distance / de 
ce dernier. T et T” sont sur le côté droit de 6,. L’angle TST’, dont la 
bissectrice est horizontale, a la tangente de sa demi-ouverture supé- 


: z l 
rieure à - Or, 


ke 
k—c=(N+1)u, 6NI=f(d)—f(c)>Ntu. 


=. D'ailleurs l'en- 


semble n des x pour lesquels le point figuratif de f est situé dans le 
triangle T'ST”, est inclus dans l’ensemble réunissant E(f,) et l’inter- 


valle cd. Or l'épaisseur de E(B,) sur dk est inférieure ay done la 


mesure de E(@,) est inférieure à uw. Donc la mesure de y est inférieure 
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à au. La distance sk (s étant l’abscisse de S }est supérieure à Nu. Done, 
l'épaisseur moyenne de y sur sk est inférieure à Ni se _ 

En résumé, c peut être choisi indifféremment dans un ensemble 
partout dense sur P, et d est un nombre quelconque surpassant © 
de moins de A (page 204); s agrégé à P est compris entre c et d; 
k surpasse c de moins de (N+1) (d—c). Donc, quels que soient 
les nombres positifs w,. (exactement lié à N) et 2,, il existe dans 
toute portion & de P un nombre s, auquel correspond un nombre & 
vérifiant les inégalités s<k<s+h,, de manière que l’ensemble 


— 9 <VR(f, 5, x) Lo, 


> 
ait sur le segment sk une épaisseur moyenne inférieure à > 
On montre comme Ae haut l’existence d’un intervalle ss’, de 


longueur inférieure à a) contenant s, mais non pas 4, et pour tout 
point £ duquel l'ensemble 


— P< VR(, &,z)< > 


’ : V4 
a sur £4 une épaisseur moyenne inférieure à —. Donnons à w, la suite 
0 


des valeurs entières. Soit s, la suite correspondante des valeurs de 5, 
choisie de façon que l’ensemble s, soit partout dense sur P. Alors, les 
points y de P, intérieurs à une infinité d’intervalles s,s", forment un 
résiduel de P (note de la page 199, à la fin), et he au Y) 


défini par 
A <VAR(/;y, z)<A 


possède en y une épaisseur inférieure droite nulle, quel que soit A. 

Les mêmes raisonnements appliqués au couple c, d, mais à une 
bande verticale de largeur Nw et dont la bordure droite passe par C, 
nous fourniraient un résiduel analogue pour le côté gauche. Done, en 
tout point d’un certain résiduel de P, f n’a ni d’un côté ni de l’autre 
un ensemble dérivé fini sur une épaisseur inférieure positive. Si donc 
la propriété opposée à celle-ci appartient par hypothèse à /, c’est 
que f a, sur tout ensemble parfait mince, une variation ou bien non 
définie, ou bien définie et nulle, 
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3° Montrons enfin que sz la variation de f sur l’ensemble parfait P 
est irréductible, l’ensemble des points où f n’admet d'aucun côté un 


mM | penee P I : a 
ensemble dérivé Jint sur une épaisseur surpassant = contient un résiduel 
de P. 


En effet, nous savons (n° 36) que si la variation de f sur P est irré- 
ductible, c’est-à-dire si elle n’est définie sur aucune portion & de P, 
il existe dans & des couples de points c,d etc’, d' agrégés à P, tels 
que, entre c et d, la variation relative de f est supérieure à N° et, 
entre c’ et d’, elle est inférieure à — N°. Considérons le premier 
couple. Posant encore 


k=d+N(d—c)=d+Nu, 


menons (fig. 7) la perpendiculaire à Ow d’abscisse #, et l'horizontale 
équidistante de C et de D, coupant la droite précédente en T. 
Joignons CT, DT et formons les angles 0(C), 6(D) ayant pour sommets 
respectifs C et D'où leurs côtés sont limités, ouverts à droite avec des 
bissectrices horizontales, le premier admettant pour côté CT, le 
second DT. Le plus petit de ces angles est 0(C) dont la demi-ouverture 


a pour tangente — w. Les points « compris entre d et #, et 


N° 
donnant à f un point figuratif dans 0(C) ou dans 0(D), ont respecti- 
vement sur dk des épaisseurs moyennes e,, e, dont la somme est au 


plus égale à un. L’un de ces deux nombres est donc au plus égal 


à = Placons S au point C ou D correspondant. Alors l’ensemble 
— 0 < VR(f,s, x) <w 


NE ie 
a sur sk — sd + dk = Nu une mesure inférieure pes +sd, et une 


dk+ asd 


a(sd + dk) dont la plus grande valeur 


épaisseur moyenne inférieure à 
est pour s =c, soit 
N+2 1 
a(N+1) 2 


En résumé, N ou w étant donnés, on peut choisir wu assez petit pour 
que (N+1)u soit inférieur à un nombre quelconque À fixé 


et 
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I * ° Oh ed ‘ a J 
d’avance, par exemple —. sk sera dès lors inférieur à ce même nombre, 


s appartenant de plus à telle portion de P que l’on aura voulu choisir. 
Donc, quels que soit les nombres positifs w grand et / petit, il existe 
un ensemble partout dense sur P de nombres s, auxquels correspondent 
des nombres # vérifiant les inégalités s<k<s+ h, de manière que 


l'ensemble 
— 0 << VR(f, 5, x) <o 


; Fa a ele et I 
ait sur le segment sk une épaisseur moyenne inférieure à > + ri 


On déduit de là qu’en tout point d’un résiduel de P, f ne possède 
d'ensemble dérivé droit fini sur aucune épaisseur (inférieure) sur- 
passant 1 : 2. En appliquant les raisonnements précédents au même 
couple c, d et à une bande verticale à côté droit passant par c, on 
démontre la même proposition pour le côté gauche. Et par suite, 
l’absence sur toute portion de P d’une variation définie entraine pour 
la fonction /, quel que soit £ sur un certain résiduel de P, l’existence 
au point & de dérivés infinis, spécialement à tout ensemble dont 
l'épaisseur inférieure en § surpasse 1 : 2 au moins d’un côté. Donc in- 
versement, une fonction possédant en tout point, pour au moins un 
côté, un ensemble dérivé fini sur une épaisseur inférieure surpas- 


sant — a, d'après le troisième paragraphe, sa variation réductible sur 
tout ensemble parfait discontinu, puis est résoluble d’après le second. 


En particulier, elle a une dérivée approximative sur une épaisseur 
pleine ('). 


(1) Soient E un ensemble quelconque, E, l’ensemble fermé obtenu en ajoutant à E ses 
points limites. Les dérivés d’une fonction continue f, spéciaux à E ou spéciaux à Eo, sont 
les mêmes. Soit (f, E) la fonction coïncidant avec f sur Ep et linéaire sur chaque segment 
contigu a E. (f, E) est continue. En tout point de E, sauf éventuellement aux points de 
première espèce de Eo (où les dérivés spéciaux de f sont définis d'un seul côté), les 
dérivés généraux (ou relatifs au continu) de (f, E) coincident avec les dérivés de f spé- 
ciaux à E. Les points où les premiers ne réalisent pas l’un des quatre cas fondamentaux 
formant un ensemble mince, sur une pleine épaisseur de E, les quatre dérivés extrémes 
de f spéciaux à E ne peuvent se grouper que suivant l'un des quatre modes désignés 
par (AA), [BD'], [CC], [DB'] dans la 1° Partie (n° 37; voir aussi les Introductions 
des 2° et 3° Parties). 

Convenons de dire que f réalise en un point le cas @ des nombres dérivés quand f pos- 
sède en ce point une dérivée approximative finie, et le cas Q' quand elle admet de chaque 
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49. Convenons de dire que © est au point a, un dérivé droit 
SO 7 


côté chacun des dérivés extrémes +» et —« sur l'épaisseur supérieure un (et par 
suite sur l'épaisseur inférieure zéro). 

Je dis qu'une fonction continue quelconque ne saurait réaliser, sauf en un ensemble 
mince, d'autre cas que Q et Q!. 

En effet, soient E un ensemble épais quelconque et H l’ensemble des points de E où, 
spécialement à E, f admet au moins an dérivé extrême fini. ( f, E) admet sur H le même 
nombre comme dérivé extrême général. Donc (note de la page 181), (f, E) présente 
sur une pleine épaisseur de H le cas Q, et il en est de même de f, parce que l’en- 
semble f+ (f, E), inclus dans le complémentaire de E, a l'épaisseur zéro sur une pleine 
épaisseur de‘H. 

Done, si en aucun point de l’ensemble épais E, f ne réalise le cas ©, H est mince. Donc, 
sur une pleine épaisseur e de E, f présente spécialement à E le cas (AA') (dérivés 
extrêmes + x et — oo). 

Supposons supprimé dans e l’ensemble mince où E n’aurait pas l'épaisseur un. Suppo- 
sons E parfait et épais en lui-même (e est donc partout dense sur E). Soient c un point 
de e, et d un point à droite de c (et dont la distance à c peut être indifféremment réduite) tel 
que, moyennant c < x < d, l'épaisseur de E entre c et x surpasse 1 — e. Quel que soit C, 
la fonction f; =f— Cw admet enc, spécialement à E, le dérivé droit +. Donc, le 
maximum de f; sur E dans le segment cd, n’est pas atteint en c, mais en un autre points 
de E. On a fi (s)— fi (x)2 0, et par suite VR (f, x, s)2C pour tous les points + de E 
intérieurs à cs, donc sur une épaisseur moyenne dans cs supérieure à 1 — €. Les couples €, s 
existant dans toute portion de E quels que soient C et e, on en déduit par le raisonnement 
du Premier Théorème des nombres dérivés (1° Partie, n°* 28, et suivants) que f possède 
en tout point d'un résiduel de E, le dérivé gauche + « sur l'épaisseur supérieure un. En 
échangeant les côtés gauche et droit, et les sens d’inégalité, on voit que, sur un résiduel 
de E, f réalise le cas Q’, sous la seule hypothèse qu’en aucun point de E, f ne réalise Q. 

Tout ensemble épais contenant un ensemble parfait épais en lui-même, il est donc 
impossible qu'en tout point d’un ensemble épais, f ne réalise ni Q ni ©’. C.Q.F.D. 

En particulier, l'ensemble des points où, d'un côté au moins, f possède, spécialement 
à une épaisseur inférieure positive, un dérivé extréme fini, se réduit, à un ensemble 
mince près, à l’ensemble des points où f possède une dérivée approximative bilatérale 
finie. | 

Et encore, l'ensemble des points où f possède, au moins d'un côté, sur une épaisseur 
inférieure positive, une dérivée infinie, est de mesure nulle. 

Étant donné un ensemble parfait épais P, on pourrait, par une construction analogue à 
celle du n° 45 (en choisissant Q épais en lui-même), obtenir une fonction continue pos- 
sédant une dérivée continue hors de P et réalisant le cas 2’ sur une pleine épaisseur 


_de P. 


E’ et E” étant deux ensembles complémentaires quelconques, on construira ensuite, par 
une méthode analogue à celle du n° 62 (1'* Partie), une fonction f réalisant respectivement 
les cas Q et Q’ sur de pleines épaisseurs de E et de E”, et l'on pourra même (note au 
début du Chapitre IL) se donner la dérivée approximative de f sur une pleine épaissour 
de E’. C , 

Ann. Ec, Norm., (3), XXXII. — Juwrer 1916. 29 
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d'épaisseur , si les deux ensembles 
VRAf, 2, 2) >p—E€ et VRS, fof) < Prk 


ont l’un et l’autre en æ, une épaisseur supérieure droite positive, 

donc s'ils n’ont ni l’un ni l’autre en +, une épaisseur droite exacte 
. 0 g 9 ae , Q 2 : ’ 

et nulle. En particulier, © sera un dérivé d’épaisseur droit, si l’en- 


semble 
|VR(f, 2%, ©) —9|<eé 


a au point æ,, pour toute valeur positive de e, une épaisseur supérieure 
droite positive. Si pour une valeur « de €, le précédent ensemble a 
l'épaisseur droite zéro en x,, ® est dérivé d’épaisseur moyennant que 


les deux ensembles 
VR>0o et VR<¢ 


soient l’un et l’autre doués en x, d’une épaisseur supérieure droite posi- 
tive. On définit de même (es dérivés gauches d'épaisseur. 

Je dis que st l'on sait de la fonction f qu’elle possède : 1° en tout point 
pour au moins un côté, un ensemble dérivé fini sur une épaisseur 


surpassant 53 2° sur une épaisseur pleine, le dérivé d'épaisseur 9, pour 
un côté inconnu, indifféremment variable, alors f est complètement deter- 
minée. 

Car /, étant réductible d’après la première hypothèse, possède, sur 
une épaisseur pleine e’, une dérivée approximative 4 et, sur une 
épaisseur pleine e”, le dérivé d'épaisseur 9. Donc, sur e commun à e’ 


et à e”, f possède simultanément la dérivée approximative | et le 
dérivé d'épaisseur 9. Mais € étant sur e, les ensembles 


VRS, + æ)> Y(Ë)+e el RTs Ee æ) <'Y(E)—e, 


constitués de points æ supérieurs ou inférieurs à £, ont pour toute 
valeur positive de e une épaisseur nulle en &, parce que Ÿ est dérivée 
approximative de f en £. Donc 9, dérivé d'épaisseur, ne saurait sur- 
passer Ÿ + ¢ ni être inférieur à  — €, quel que soit le côté où est sup- 
posé valoir ?. Donc f admet 9 pour dérivée approximative sur une 
épaisseur pleine. Donc /, étant résoluble d'après sa première condition, 
est parfaitement déterminée par 9. 


MURS "ANAT. 


ee 
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4 
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50. Montrons par un exemple que / n’est pas nécessairement réso- 
luble, si elle est simplement assujettie a avoir en chaque point, pour au moins 
un côté, un ensemble dérivé fini sur une épaisseur inférieure AU MOINS 


a \ I Q , 0 x T 
ÉGALE @ = et non pas comme ci-dessus supérieure a =. 


Nous allons donner un exemple de fonction dont la variation n’est 
définie sur aucune portion d’un certain ensemble parfait P, d’ailleurs 
mince, cette fonction possédant hors de P une dérivée ordinaire continue 


el, en tout point de P, une dérivée bilatérale nulle sur l'épaisseur = 


Notre construction rappellera par certains aspects celle de la fonction 
du n° 45. Elle sera progressive et consistera en une suite d’opéra- 
tions dont chacune aura pour donnée le résultat des précédentes. 

Nous voulons définir f sur le segment o — 1, coincidant avec x en 
zéro et un, donc admettant les points figuratifs O (0,0) et A (1,1). 
Formons le carré de diagonale OA. Nous ferons en sorte que la courbe 
représentative de f soit contenue dans ce carré et admette le même 
centre de symétrie que lui. Donco£f£r et f(x) =1— f(1— x). Plaçons 
sur le côté supérieur et sur le côté inférieur, des points de subdivision 
décomposant ces côtés en 2n parties égales. Attribuons, en une 
première approximation, à la courbe représentative d’une fonction /,, 
les parties de rang impair sur le côté inférieur et celles de rang pair 
sur le côté supérieur. Ainsi, /, serait zéro sur les intervalles 


I 2 =) (2p 2p-+1 2n —2 2) 
OS 9 —> — 9 — y — 5 orey ne | Narre ace! 
an D7 D7 2n 2n an an 


et f, vaudrait 1 sur les intervalles 
I 2 2n—I 27 
(saan): heat ni) 
2n an an 2M 


Mais f, serait discontinue aux points — Pour éviter ceci, autour de 


chacun des points ~, sauf pour p =o et p = 2n, détachons un inter- 
2n 


“+ has I . 
valle ayant pour milieu ce point et pour longueur —, donc l'intervalle 


I 


an: 


P I eg } Dé 0 ] t P N 
a  - Désienons par. o, le segment — + à 
an on on * ont 8 Der 8 aa 
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DU I : : 
: — —, a, et cn, étant toutefois 


I 1 2R —1 I 
o,———,;) et (———+->'). 
Py eee FT an 


an 2 n? 
Onasuro,, f, =o sip est pair, f,=1 sip est impair. Entre 


P I 


an tant 
I . . . 
et a + =, nous prenons pour /, une fonction unioscillante, ayant 


une dérivée continue, celle-ci étant nulle aux deux extrémités du 
segment, du côté intérieur (fig. 8). Nous pouvons évidemment réa- 


hser ceci tout en satisfaisant à la condition f,(æ) + fo(i—x) =1, 
vérifiée par les valeurs déjà choisies pour /,. Alors, quel que soit x 
compris entre o et 1, f, est définie et continue ainsi que sa dérivée. 


il I 
Posons — — —— 0. cest la longueur des segments o,, sauf les 
ovis = 1 D Pp 


deux extrêmes (p =0 et p= 2n—r1). Cherchons sur 06 l’épaisseur 
moyenne de l’ensemble /, = 0. Si best sur a, cette épaisseur est 1. 
Quand b se déplace vers la droite dans un intervalle ¢,,, l’ensemble 
et sa base s’accroissent de la même longueur, donc l'épaisseur 
augmente. Entre deux intervalles o,, consécutifs, l’ensemble ne 
varie pas, son épaisseur sur 0b diminue donc. L’épaisseur prend donc 
ses minimums relatifs aux extrémités gauches des intervalles os 
pour p=1,...,n —T1, et la plus petite de ses valeurs en ces ? points 
est son minimum absolu. Soit done b= _ + = La mesure de 
l’ensemble f, = o sur ob est 


I 
Oot Tate. + Oops = PO + ge 
2n 


110 2 +.” 


, 
; 
4 
4 
’ 
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ATA ses 2 n°? [ ; a 
L’épaisseur de cet ensemble sur ob vaut ee no étant inférieur 
I 


a1, cette expression surpasse toujours la valeur qu’elle a pour p infini, 
. 1 I r . 
soilms—=— — —. Donc l'épaisseur de l’ensemble f, =o entre o et b 


, I 1 Er 
surpasse toujours = — =: L’épaisseur de l’ensemble f, = 1 entre b 


et 1 surpasse le même nombre. 

Si à deux points c et d correspondent des points représentatifs C 
et D d’ordonnées p et g, nous effectuons sur x et sur f,, deux trans- 
formations linéaires c+ (4 — c)æ et p+(q—p)/f,, changeant le 
carré de diagonale OA en le rectangle de diagonale CD et de côtés 
parallèles aux axes. (Tous les rectangles dont il s’agira ci-après seront 
ainsi orientés et désignés simplement par une de leurs diagonales.) La 
transformée de /, que nous désignerons par /,(7, C, D) a dans sa 
courbe représentative (symétrique par rapport au centre du rec- 
tangle CD) 22 segments horizontaux égaux, sauf les deux extrêmes, 
à (d — c)s, n d’entre eux, où f vaut p, situés sur la base contenant C, 
et alternant avec les z autres, où f vaut g, situés sur la base con- 
tenant D. Quel que soit b entre c et d, l'épaisseur moyenne de l’en- 
semble j,—p entre cet b, celle de l'ensemble /,—g entre 6 et. d, 


4 I I 
surpassent l’une et l’autre Re 


Cela posé, désignons généralement par (S, 9, d) et par (S, 9, g) 
deux angles ayant l’un et l’autre pour sommet le point S, où leurs côtés 
sont limités, ayant leur bissectrice intérieure parallèle à Ox, leur 
moitié égale à 9, et ouverts le premier vers la droite, le second vers la 
gauche. Observons que, si un point M est dans un angle (S, 6, d), ce 
même angle contient toute la demi-droite indéfinie menée par M paral- 
lèlement à l’axe des a et dirigée dans le sens positif. La propriété 


analogue vaut pour l’angle (S, 4’, g) et la direction des x négatifs. 


Donnons-nous une suite 0,, 0,, ..., 0,, ..., positive, décroissant à 
4 : 3 at = . bets 
zéro. Soit «, inférieur à = 0,. Entre a, et y, = 1—«,, nous choisissons f 
égal à la fonction f, ayant pour champ de définition «,y,, prenant 


en @, ety, respectivement les valeurs o et 1, et correspondant à une fré- 


quence n assez grande pour que |’épaisseur de l’ensemble f=o sur «,8 
TU — 
2 


et celle de f=1 sur fy, surpassent l’une et l’autre oS quel que 
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soit B entre «, et y,. Ces valeurs de / satisfont, indépendamment des 
suivantes, à la condition f(x) + f(1 + æ)=1. Considérons, quand B 
est entre y, et 1, l'épaisseur moyenne sur «, f de l’ensemble e où j =o. 
La mesure de e entre «, et 8 surpasse la mesure de e entre a, et y,, 
donc a fortiort 

LG 9) (1—= 204) > 50 — 0) 


D'après 6 — a, <1, ce même nombre borne inférieurement l’épais- 
seur cherchée. 

o, étant positif et inférieur à &,, je peux déterminer k, positif et 
assez petit pour que : 1° quel que soit S dans le rectangle R, de som- 
mets opposés O et A,(0,, ,), l'angle (S, 9,, d) contienne le point «, 
et par suite tous les points de Ow situés à droite de «,. (Il faut et il 
suffit pour cela que la condition soit vérifiée quand S est en A,.) Alors, 
si S’ est dans le rectangle R' égal au précédent et de sommet supé- 
rieur droit A, l’angle (S’, 9,, g) contient le point (y,, 1) et, à gauche 
de ce point, tout le côté supérieur du carré OA. Par construction 
ultérieure, entre o et p,, le point figuratif de / sera agrégé à R, et, 
entre 1— 9, et i, il le sera à R,. Les sommets inférieurs gauches et 
supérieurs droits des rectangles R, et R! appartiendront à la courbe. 
Done, f(o) =0, f(p,) = h,, et de même f(1— p,)=1—f,, f(1)=1. 
Une règle analogue s’appliquera à chaque stade de la construction. 

Soit E(S, 6, d) l’ensemble des x pour lesquels le point figuratif de f 
est dans l’angle (S, 8, d). Faisons correspondre de même à l'angle 
(S, 0, g) l’ensemble E(S, 0, g). SiS est dans R,, E(S, 0,, d) contient 
tout l’ensemble des æ définis par f=o, «, << x. Donc, quel que 
soit $ entre «, et 1, E(S, 0,, d) possède sur «&,f une épaisseur 
moyenne supérieure à <(1 — 6,)?. 

L’intervalle (p,, 1 — p,), soit z,, sera contigu à l’ensemble parfait P 
où f, avec une variation irréductible, aura partout une dérivée bila- 
térale finie (précisément nulle) valant sur une épaisseur au moins 
égale à =. Les segments (0, p,) et (1—p,, 1) désignés par X, ont leurs 
extrémités sur P et contiennent la totalité de P. est actuellement 


défini sur le champ À,, constitué par le segment «, y,, et séparé des &, 
par deux intervalles j,, savoir (p,, «,), (y:, 1 — 0). 


VIT TN = 


7 
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La première opération consiste dans le choix de À, et de à, (équi- 
valent à celui des X, et des 7,), dans la construction du rectangle R, 
et dans la définition de f sur À,. Passons à la seconde opération. 


3 é : ‘ y ine ED eg 
Soit p un entier impair supérieur à 7 Nous divisons les deux 
1 


bases de R, en p parties équivalentes (fig. 9). Aux abscisses de rang 


pair o, ae Sess ee e, correspondent des points M; sur Og,. Le pre- 


mier point M; est en O. Aux abscisses de rang impair = ps =P arias 
rad = p,, correspondent des points M, sur le côté supérieur. Le der- 


nier M, est en A,. Les points M; et M, appartiendront à la courbe 
représentative de /. Deux de ces points correspondant à des abscisses 
consécutives sont les sommets opposés d’un rectangle r,. Observons 


. nie CE me . I . 
immédiatement que p est choisi supérieur à — de façon que, la fonction 
1 


finale f possédant, sur chacun des contigus que nous allons définir 
pour P dans la présente opération, des variations absolues sensible- 
ment égales à /,, nous ayons, pour la nouvelle contribution dans la 
série des |V,|, un nombre voisin de 1 relativement aR, et à R; sépa- 
rément. À chaque opération ultérieure, nous nous arrangeons comme 
au n° 45 pour apporter à la série, sur chaque segment traité, une con- 
tribution supérieure à un nombre entier, ce qui assurera la divergence 
de cette série dans toute portion de P. 


Posons a= riz (mS p), et soit 6,= = la distance de deux points a?” 


de Ox consécutifs. Soient, sur les bases de R,, A7, A7’*! deux des 
points M, l’un supérieur, l’autre inférieur, correspondant à des 
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abscisses consécutives a”, a”*'. A° est l'origine, A? est A,. Enfin, 
nous désignons par A?*' le point (@,, 0). Sur chacun des rec- 
tangles A”A”*', y compris A?A?*', nous opérerons comme précé- 
demment sur le carré OA, les valeurs notables de / étant cette fois o 
et A, au lieu de o et 1. Bien entendu on devrait procéder pour R, 
comme nous le faisons pour R,, de manière à réaliser l'identité 
f(1—#) =1— f(a). 

Sur un même segment a a%*"(o=m£p — 1), convenons que j'aura 
une courbe représentative symétrique par rapport au centre du rec- 
tangle A” A”*', comme il a été entendu qu’elle l'aurait dans le carré OA 
par rapport à son centre. On devra done avoir, pour a <x< a, 


(at at x) + f(x) =f (at) + faz"). 


De même, les deux arcs de cette courbe situés dans les deux rec- 
tangles AA? et AA '(m =1, ..., p— 1) devront être symétriques 
par rapport à la droite x = a”; donc, pour a" <x <a”, 


J(z)=Jf(2ar — x). 


Ces conventions nous permettent de nous borner à tracer la courbe figu- 
rative de f dans un seul des rectangles 7, et dans le rectangle A? A?*’. 
Soit <, un nombre positif inférieur à ~ = 92. De chaque côté des a” 
(pour a, — 0, d’un seul côté, le côté droit retranchons de Ow un 
raleevalle égal à ¢,0,. | 

die +0, (m=0o,1,.….,p}), y*=a""—Ee,ù, (m—0,.…, 

— 1). Considérons l’ensemble 7 de segments conservés, et B étant 
A lie entre o et «,, cherchons une ine inférieure de I’ épaisseur 
moyenne de n, entre a” et B si B surpasse a , entre B et y," si B est 
inférieur à y; ‘. Il est évident que ce minimum sera atteint quand 
8 sera en l’un des points «*? dans le premier cas, y”"-?~' dans le 
second cas, p étant positif. Ce minimum est done 1 ante 1 — 0,. 

Par définition, en «’ f aura la même valeur qu’en a”, et en y” la 
même valeur qu’en a+, donc o en l’un des couples et k, en l’autre. 
Entre «;" ety)’, f sera ide MT Jo définie par ses pales aux points 
extremes (fig. 10) et à fréquence z suffisante pour que, y étant quel-. 
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conque entre a, et y, ,les épaisseurs des ensembles LE f(ar)= f{er) 


Sura, y et (a) f(y”) sur YY.» surpassent — (1 — 0,). De la 


résulte que, 8 et 6’ étant quelconques, l’un entre o et y“, l'autre 


2 


oN 
"3 
Tr PIC Pr, 
4 x 


entre a, et «,, l’ensemble f= (a) a sur chacun des inter- 


m 


valles By" et «; 5’ une épaisseur moyenne supérieure à = (1 — 0,)°. 


Soit maintenant p, un nombre positif inférieur à e,0,. Nous déter- 
minons A, tel que, R, étant l’un quelconque des 2p rectangles 
agrégés à un rectangle r,, ayant un sommet commun avec lui 
en AŸ(m = 0,...,p),sa base horizontale égale à p, et sa hauteur égale 
à A,, quel que soit S dans un rectangle R, ayant un sommet en A”, 
les angles (S, 0,, d) et (S, 0,,g) contiennent respectivement les points 
d’abscisses à et y; ‘situés sur la base de R, possédant A” (fig. 11). 
Pour m=o, il ne s’agit ni de (S, 9,, g) ni de y;*. Alors, si par 
exemple A” est sur le côté supérieur de R,, (S, 9, d) contient tout 
le côté supérieur du rectangle de base 7a, et de hauteur h,. (S, 9,, g) 
contient tout le côté supérieur du rectangle de base o y’’' et de 
même hauteur A,. 

L'ensemble E(S, 6,, d) contient l’ensemble > x, f= f(a"). 
Et de même, l’ensemble E(S, 6,,g) contient l’ensemble DEN 
f=f(a7’). Donc, quel que soit B entre a? et «,, l’épaisseur ae 


E(S, 9,, d) sur «7B surpasse =(i — 9,)?. De même, quel que soit 6 


entre o et y} ', l'épaisseur moyenne de E(S, 9,, g), dans By;""', sur- 


passe le même aire 
Observons de plus que E(S, 9,, d) contient E(S, 0,, d), puisque 
l’angle (S, 0,, d) contient (S, 9,, d). Donc l'épaisseur de E(S, 9,, d) 
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T'> 2, ‘ ; d 3 ; . 
surpasse : entre a," et BSa,, —(1—9,)*; puis, d’après un résultat établi, 
I T 
entre a, et B£1, at: — 6,)?; donc, entre ay et B: rao — ,)?, quel 


que soit 6 entre a,’ et 1; 2° =(1 — 0,)?, quel que soit 8 entre a et ,. 


Des conséquences analogues s’énonceraient pour E(S’, 0,, g) et 
pour E(S’, 0,, g) si S’ est’ agrégé à l’un des rectangles symétriques 
des R, par rapport au centre du carré OA. 

m prenant les valeurs 0,..., — 1, les intervalles ai"+ 92, ay’ — pe 


. . I . . . x 
(et leurs symétriques par rapport au point 3? ainsi que cl-apres 


seront contigus à P. Nous les désignons indifféremment par 7,. Les 


Bag wae 


! 
' 
' 
1 
: 
m m Fe 6d 
a; Qa, 


segments égaux (47, a+ pa), (a; *'— p2, a) désignés par &, et 
projetant les R, sur Ow, ont leurs extrémités sur P et en contiennent 
la totalité. Le champ À, où nous venons de définir f est formé, dans 
les z,, par les segments (a, y2) et, dans z,, par l'intervalle (a, «, ) 
accru de son extrémité gauche. Les intervalles 7,, savoir (a” + 2, a"), 
(y2 a""'—p,) d’une part (0o£m£p — 1), et d'autre part (a?, «?), 
inclus dans les ë, ou (le dernier) dans #,, séparent les X, des À,. Le 
choix des 7,, A, (ou des &,, 7,), des R,, la définition de j sur les A, 
constituent la seconde opération. Passons à la troisième. 

Le progrès de la construction s'aperçoit. Il faudra à la troisième 
opération définir f sur certaines parties des intervalles oæ?, ya’, 
Ads, Ya@i «+», YP ‘a’, ara. Aux extrémités de chacun d’eux, / est 
connu. D’ailleurs, à cause des relations supposées entre les points 
figuratifs de / dans la suite des rectangles r,, il suffit de s’occuper 


d’un seul des 2p premiers domaines et du dernier. Auprès de a”, 


“+ 


. 
| 
4 
a 
3 
3 
1 
3 
4 
2 
4 
3 
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a ; 
entre a, — p, (ou o, si m=0) et a! +p, (ou a?, sim=p), le point 


figuratif de f doit être dans l’un ou l’autre (ou le seul) rectangle R, 
ayant le sommet A”. Chacun des R, sera subdivisé en p, rectangles ry, 
p, étant un entier impair supérieur à x 

Soit ; 


Nous désignons par af les points du segment (a” —p,, a” + 92) 
distants de a? d’un multiple entier de à, (*). Pour ces valeurs de x, le 
point A’, figuratif de /, sera alternativement sur la base supérieure 
et sur la base inférieure d’un R,(A*) admettant le sommet A”. 
A, déjà placé, est l’un des A‘, savoir A?" ; il fixe tous les autres A? 
parmi lesquels, p, étant impair, est le sommet opposé à A” dans l’un 
et l’autre (ou le seul) rectangle R,(A”). A} et A??:*' ont respectivement 
pour abscisses a” — 9, et aŸ + 0,, et sont symétriques par rapport à la 
droite x =a,,, même pour m = p. Nous désignons par A} et A?*? les 
points figuratifs déjà placés d’abscisses 42" = a? et a = «"*"?, [Pour 
m = 0, il n’y a qu’un rectangle R,(A!) et aucun point A? d’indice 
supérieur moindre que p,+1; pour m=p, il n’y a qu'un rec- 
tangle R,(A?) et aucun point af d'indice g = pz + 2,..., 2p,. Mais on 
a encore ah '= al + p, et a," = af. | 

Sur une base aZa%*'(q =0,..., 2p. +1), f aura son point figuratif 
dans le rectangle AZA%**. La courbe (x, f) sera, dans chaque rec- 
tangle r,, symétrique par rapport à son centre et, dans deux rec- 
tangles r, contigus, elle sera symétrique par rapport au côté commun. 
De plus, pour o <m<p, entre y," = a} et a; = a??**, elle devra être 
symétrique par rapport à la droite æ =a”, d’après la condition déjà 
posée que, dans deux rectangles r, adjacents, elle soit symétrique par 
rapport à leur côté commun. 


’ ° DANS I . 
e, étant inférieur à —0,, nous posons (1£m£<p — 1), quel que soit g 
entre 1 et 2p, + 1 inclusivement : 
a = a +302, yi = a]! — 850s. 


a ee 


(*) Le lecteur est prié de faire des figures analogues à celles qui portent les n® 9 et 10, 
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Nous adoptons les mêmes notations pour m= 0, p, + 1<gS=2p;etts 
et pour m =p, 1£q£<p,. En outre, pour m= p, nous considérons le 
point a; a+ a. A geal 

A la troisième opération, nous définissons f sur les intervalles 
ya", ao” diminués de tous les y{‘*a%, afaï. Quel que soit 8 
entre y”"'(=0, sim =o) et a}, l’ensemble des segments conservés 
possède, entre B et y2' si B<y%", entre af et B si af << B, une 
épaisseur moyenne supérieure à 1— 2¢, >1— 9,. Nous posons 


Se) =flat),  f()=f (a). 


Ces deux nombres diffèrent de 2,, leurs seules valeurs possibles, 
quels que soient m et q, étant o, A,, h, — hy, hy. 

f entre a! et y? (sauf pourm=p, 4 =p,+1), entre aft" et ar", 
entre a3”**' et a2"? = a, coincidera avec des fonctions /, correspon- 
dant aux valeurs fixées aux points extrémes, et assez souvent oscillantes 
pour que les épaisseurs des ensembles f= f(x;) entre af et y, 
f= f(Y$) entre y et y? surpassent = (1—0,), quel que soit y entre 
as et y? (avec une règle analogue pour les deux champs juxtaposés 
entres a? “et a,). Alors, si y,0 <0 SN OU) She eee 
l'épaisseur de f= f(a‘), respectivement entre 8 et y?‘ ou entre 
a? et 6, surpasse <(1 — 0,)?. 

On choisit p, et A, assez petits pour que tout angle (S, 6,, d) et 
(S, 04, g) ayant son sommet S intérieur à r,, avec des coordonnées 
différant de celles de a? d’au plus p, et A, (l’ensemble des § ainsi 
caractérisés forme deux rectangles R, ), contienne respectivement les 
points 

af f(af)=f(af) et yf, S(T) = (af). 

Alors, entre af et B, si af <B <a’, E(S, 0,, d) a une épaisseur 
supérieure à = (1 — 0,)°. Il en est de même pour E(S, 0,, g) entre 8 
et ys! si yy" '<B<yf"'. Désignons par E,, et E,. les ensembles 
E(S, 0,, d) et E(S, 0,, g). 

S appartenant à l’un des rectangles R,, écrivons sur une ligne le 
nom de l'ensemble, le segment où nous considérons son épaisseur, 
le champ où varie l’une des extrémités 8 de ce segment, et enfin une 
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limite inférieure de l'épaisseur moyenne de l’ensemble sur ce segment. 
s étant l’abscisse de S, nous désignons par a", af et par y", LT, 
parmi les points antérieurement compris dans ces notations, les plus 
voisins de s respectivement à sa droite et à sa gauche. 


E,; sur a 8, CL Oat a une épaisseur supérieure à (I — 6,}?, 
Eq sur a? 6, ely OS 4, » =(1— 0}, 
Esq sur «26, SE ae ae » =(1 — 0)"; 
Hé sur fy, eo sie fe y?", » = (1 0) 
RUB Shoe tee, oo =(1—93)*. 


(Nous ne considérons pas les E,,, si S est dans le rectangle le plus 
a gauche de sommet inférieur O, non plus que les E,, relatifs au rec- 
tangle le plus haut et le plus a droite de sommet supérieur A. ) 

La construction progresse sans difficulté suivant une règle évidente. 

Nous formons une suite de systèmes de rectangles R,, Ry, ..., Ry, .…., 
à côtés parallèles aux axes, chacun des R,,, étant inclus dans l’un 
des R,. Les R, d’un même indice se projettent sur Ox suivant des 
segments Z,(0,p, et 1—,, Ipourp=1;a; — po, a, et a, ay + pa et 
leurs analogues pour p= 2, etc.), tantôt juxtaposés, tantôt séparés 
par des intervalles qui sont tous des contigus à P. Si l’un de ces inter- 
valles est limité à deux segments E, et non point à deux segments &,_,, 
nous le désignons par z,. A la p*"*° opération, nous définissons f 
comme coincidant avec des fonctions du type /, dans un certain 
champ A, constitué : 1° par une portion centrale de chacun des z,, et 
valant une fraction de ce même z, égale à 1— 2e, > 1 — 9,; 2° par des 
portions bordant de part et d’autre les 2,., où fa été antérieurement 
défini (et situés dans les #,_;). Les A, sont séparés des &, par des inter- 
valles 7, tous égaux entre eux, et valant sensiblement ¢,z,. Tout point 
du segment 0,1 appartient à un Z,, à un /,, à un A, ou à un À,. 

P est l’ensemble parfait commun à tous les Z,. En tout point étranger 
à P, une certaine opération définit f. 

Les dimensions des R,, tous égaux entre eux, tendant très rapi- 
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dement vers zéro quand p croit, ces domaines ont en commun un en- 
semble parfait qui est la représentation de f sur P. La continuité de f 
est évidente. 

Dans chaque R,_,, les R, sont ainsi disposés que la somme des 
variations absolues de / dans les 7, surpasse 1 pour chaque 2,.,. La 
variation de f est donc irréductible sur P. 

Grâce au choix des dimensions et à la situation des R,, quel que 
soit S dans R,, si &’, «,_, sont respectivement les extrémités gauches 
du A, et du À,-, les plus voisins de s à sa droite, si y, *, y,_, sont les 
extrémités droites du À, et du À,., les plus voisins de s à sa gauche, 
quel que soit 6, entre «> et «, _, dans le premier cas, entre y," et y, * 
dans le second cas, les ensembles E,,(S) et E,.(S) ont leurs épais- 
seurs moyennes supérieures a-(1—§,)°, respectivement entre a) 
EL eatre bete 

Comme E,, et E,, contiennentE,,,4etE,.,. quels que soient p etq, 
f prend sur P des valeurs telles que, pour tout point s de P, les en- 
sembles ECS, 9, d) et E(S, 0, g) ont ens une épaisseur bilatérale au. 

* , we + . . 
moins égale à 3° $! petit que soit 0. 

Nous avons donc bien, avec une dérivée finie et continue hors de P, 
la dérivée bilatérale zéro sur l "épaisseur = en tout point de P, où cepen- 
dant la variation de f n'est définie sur aucune portion. 


(A suivre.) 
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SUR 


LES FAMILLES NORMALES 


DE FONCTIONS ANALYTIQUES, 


Par M. P. MONTEL. 


Introduction. 


Les théorèmes de M. Picard sur l’indétermination d’une fonction 
uniforme dans le voisinage d’un point singulier essentiel isolé ont 
montré depuis longtemps comment l'existence de valeurs exception- 
nelles pour une fonction analytique permet de mettre en évidence 
des propriétés importantes de cette fonction. Les généralisations 
récentes que MM. Landau, Carathéodory, Schottky ont découvertes, 
les recherches de M. Lindelôf sur les fonctions qui admettent des 
valeurs exceptionnelles dans un angle ont encore confirmé cette 
manière de voir. 

En même temps que l'attention des analystes était appelée de nou- 
veau sur l’étude des fonctions à valeurs exceptionnelles, se développait, 
sous l'influence de la théorie du calcul des variations, l'étude systé- 
matique des familles de fonctions. Il semblait qu'une pareille étude 
ne pût rendre de services que dans la démonstration des théorèmes 
d'existence des solutions des équations différentielles ou des pro- 
blémes du calcul des variations. Or, les propriétés d’une famille parti- 
culiére de fonctions analytiques, de celles qui, holomorphes dans un 
domaine, ne prennent jamais dans ce domaine ni la valeur zéro ni la 
valeur un, ont permis de grouper d’une manière simple et naturelle” 
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les principaux résultats obtenus sur l’indétermination des fonctions 
analytiques autour de leurs points singuliers et sur les séries de telles 
fonctions et d’en obtenir de nouveaux : c’est ce que j'ai montré dans 
un Mémoire récent (‘). 

Je me suis placé ici à ce même point de vue pour étudier les fonc- 
tions analytiques, holomorphes ou méromorphes, qui ne prennent 
pas certaines valeurs dans un domaine donné : le présent travail est 
divisé en quatre Chapitres. 

On dit qu'une famille de fonctions analytiques est normale dans un 
domaine D, si, de toute suite infinie de fonctions de cette famille, on 
peut extraire une suite nouvelle convergeant uniformément à l’inté- 
rieur de D. 

Dans le premier Chapitre, je rappelle les propriétés des familles 
normales et je démontre, par une voie élémentaire, que les familles 
de fonctions holomorphes qui ne prennent ni la valeur o ni la 
valeur 1 dans un domaine sont des familles normales. | 

Cette démonstration est intimement liée à celle du théorème de 
M. Schottky : je fais voir comment la méthode que M. Borel a décou- 
verte pour démontrer le théorème de M. Picard sur les fonctions 
entières conduit sans modification au théorème de M. Schottky : il suffit 
d'appliquer la démonstration de M. Borel à une famille de fonctions 
sans qu’il soit nécessaire de préciser les inégalités sur lesquelles repose 
cette démonstration. En d’autres termes, la methode de M. Borel, 
appliquée à une seule fonction, conduit au théorème de M. Picard; 
appliquée à une famille de fonctions, elle conduit au théorème de 
M. Schottky. 

Je donne ensuite, dans le Chapitre II, une démonstration du 
théorème général de M. Picard qui ne fait pas appel au théorème 
de Weierstrass et j’apporte à ce théorème quelques précisions nou- 
velles en étudiant la distribution des zéros de f(æ)— a dans le 
voisinage d’un point essentiel isolé de f(x), pour lequel il existe 
une valeur exceptionnelle. J’étends les résultats à des ensembles 
parfaits discontinus de points singuliers et j’établis quelques pro- 


mm 


(1) Sur les familles de fonctions analytiques qui admettent des valeurs exceplion- 
nelles dans un domaine ( Annales de l'École Normale, 1912, p. 487) 
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priétés nouvelles des fonctions holomorphes qui ne prennent pas 
deux valeurs données à l’intérieur d’un angle. 

Dans le Chapitre III, j’étudie des familles normales de polynomes 
et j'introduis la notion de familles normales de polynomes d'ordre 
donné p : ce sont des familles de polynomes dont le module, dans un 
cercle de rayon r, ne dépasse pas e"”* ou encore certaines familles de 
polynomes pour lesquels la somme des inverses des puissances p des 
modules de leurs zéros demeure bornée. Ces familles de polynomes 
s’introduisent naturellement dans l’étude des fonctions entières de 
genre fini. Je démontre, en effet, que toute fonction entière d'ordre p 
est la limite d’une suite de polynomes d'ordre ¢ et réciproquement. 
On retrouve, en particulier, par cette voie, les beaux résultats de 
M. Hadamard sur les fonctions entières de genre fini. 

Dans le dernier Chapitre, je m'occupe des familles normales de 
fonctions méromorphes. | 
Pour toutes les fonctions méromorphes 


J(a)= data r+..…, 


- 


dans lesquelles a, et a, sont fixes (a, = 0) et qui appartiennent à une 
famille normale, il existe un nombre R, ne dépendant que de a, et de a,, 
tel que, à l’extérieur du cercle de centre x = o et de rayon R, ou la 
fonction f(x) cesse d’être méromorphe, ou cette fonction cesse 
d’appartenir à la famille. 

Soient a, b,c trois nombres quelconques et m, n, p trois entiers 
dont la somme des inverses est inférieure à l’unité. Nous dirons que 
les racines des équations 


f(æ)—a—o, f(æ)—d=o, f(æ)—c—=o 


sont régulières si l’ordre de multiplicité de ces racines est divisible 
par m pour la première, par #2 pour la seconde, par p pour la troi- 
sieme. En substituant à la fonction modulaire dont le rôle est fonda- 
mental dans ces questions, une fonction de Schwarz, comme. l’ont 
fait MM. Landau et Carathéodory dans leur Mémoire sur les suites de 
fonctions, on démontre que les fonctions f(a) dont les racines sont 
réguliéres dans un domaine D forment une famille normale. Le théo- 
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rème précédent s’applique alors à ces fonctions. On en conclut, par 
exemple, qu’il n’existe pas de fonction méromorphe dans tout le plan, 
telle que toutes les racines des équations précédentes soient régu- 
lières et l’on déduit de là l'impossibilité de trouver trois fonctions 


entières X, Y, Z vérifiant la relation 


xX" + Yr+ZP— 0, 


lorsque la somme des inverses des entiers m, n, p est inférieure à 
l'unité. 

Ces généralisations des théorèmes de M. Picard sur l’indétermina- 
tion d’une fonction autour d’un point essentiel peuvent encore être 
étendues au cas où il existe des racines non régulières. | 

Les principaux résultats de ce dernier Chapitre ont été énoncés 
dans une Note insérée aux Comptes rendus de l’ Académie des Sciences, 


le 18 novembre 1912. 


CHAPITRE I. 


LES FAMILLES NORMALES DE FONCTIONS HOLOMORPHES. 


1. Nous considérerons des domaines connexes D limités par une ou 
plusieurs courbes simples et des fonctions f(x) holomorphes en tout 
point intérieur au domaine : nous dirons que ces fonctions sont 
holomorphes dans le domaine D ouvert ou encore à l’intérieur du 
domaine D. | | 

Soit une famille (F) de fonctions /(x), holomorphes dans l'intérieur 
de D; je rappelle la définition des familles normales : on dit que la 
famille (F) est une famille normale dans le domaine si, de toute suite 
infinie 


TANT JU Pres Sal it Sets 


de fonctions appartenant à la famille (F), on peut extraire une suite 


» Ss dh bd 


_ 
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nouvelle convergeant uniformément dans l’intérieur de D (') vers une 
fonction limite qui peut étre une constante finie ou infinie (2): 

Nous dirons qu’une famille (F) de fonctions f(a), holomorphes 
dans l’intérieur de D, est normale en un point P, intérieur à D, si elle 
est normale dans un cercle de centre P. 

Une famille normale dans D est normale en chaque point P intérieur 
à D. Réciproquement, une famille normale en chaque point P intérieur 
à D est normale à l’intérieur de D. Soit en effet D’ un domaine fermé 
intérieur à D; chaque point P de D’ est le centre d’un cercle dans 
lequel la famille est normale. D’après le théorème de Borel-Lebesgue, 
on peut recouvrir D’ à l’aide d’un nombre fini de tels cercles, soient 


Ca, Ca, sees re 


Considérons une suite infinie de fonctions f(a), on peut en extraire 
la suite | 


Ji), fifa). Sal); 
convergeant dans C, ; de cette suite, on peut extraire la suite 
Jitæ), fix), ..., Srl); 


convergeant dans C, et par suite dans C, et C,, etc. On arrive ainsi à la 
suite 


fix), fit) +, fax), 


qui converge uniformément dans C,, C,,..., C,, c’est-à-dire dans D’. 
Soient alors D,, D,, ..., D;, ... une suite infinie de domaines fermés 
dont chacun est contenu dans le suivant et qui a pour limite D. On 
peut extraire de la suite donnée une suite f}"(x) convergeant dans D,, 
de celle-ci une suite f(a) convergeant dans D,, etc., une suite 


fi? (2), fy? (2); rad SEB) vee 


(1) C'est-à-dire dans l’intérieur de tout domaine fermé D’ complètement intérieur à D. 

(2) On dit qu’une suite de fonctions converge uniformément vers l'infini dans un 
domaine fermé D’ si le module des fonctions de la suite peut, à partir d'un certain rang 
et quel que soit + dans D’, dépasser tout nombre positif donné, 
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qui converge dans D,, alors la suite 
fi? (2), SP (eh es Jar), 


converge à l’intérieur de D. 


2: Parmi les Aile normales dans un domaine D, il par de 
distinguer les familles (F) pour lesquelles la valeur f(x) de chaque 
fonction en un point fixe +, intérieur à D a un module borné. On- doit. 
avoir 


[f(t)1<æ, 


a étant une constante, quelle que soit la fonction f(a) de la famille. 
Pour une telle famille, toute suite infinie admet au moins une fonction 
limite finie, puisque cette fonction limite est finie en x, : chaque fonc- 
tion limite est holomorphe dans l’intérieur de D, puisque la conver- 
gence étant uniforme dans tout domaine D’intérieur à D, il résulte d’un 
théorème classique de Weierstrass que la fonction limite est holo- 
morphe dans D’. : 

Les fonctions de la famille (F) sont Bin dans leur ne dam 
l’intérieur de D; en d’autres termes, dans tout domaine D’ intérieur 
a D, on a, quel que soit : x et quelle que soit la fonction f(x) de la 


famille, — 
I) T<M, 


M étant une constante. Supposons en effet qu’il n’en soit pas ainsi : on 
pourrait, pour toute valeur de l’entier », trouver une fonction f,(æ) 
de la famille dont le module maximum dans D’ fût supérieur : à n. Con- 
sidérons alors la suite 


Jfi(æ); fa(æ), sey Tale) ... 
il est impossible d’en extraire une suite infinie nouvelle 
A (x), Pr) ..., Paz), 


tendant uniformément vers une fonction limite finie F(a), car les 
fonctions de cette suite finiraient par différer de F(a), uniformément 
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dans D’ de moins de 1 par exemple et l’on aurait pour 7 assez grand 
[A,(æx)—F(z)l<1, [f,(æ)|<i+M!, 


M’ étant le module maximum de F(x) dans D’; mais ce résultat est en 
contradiction avec le fait que, en un point au moins de D', on a 


[5,(æ) | = eg 


A, croissant indéfiniment avec 7. 


3. On démontre de la même manière que la famille (F) est formée 
de fonctions également continues dans l’intérieur de D. On sait que des 
fonctions sont dites également continues dans un domaine fermé, si, à 
chaque nombre positif ¢ arbitrairement petit, on peut faire corres- 
pondre un nombre positif à tel que, en deux points quelconques x et x’ 
du domaine dont la distance ne dépasse pas Ô, la différence des 
valeurs f(a) et f(x’) d’une fonction quelconque de la famille ait un 
module inférieur à . Autrement dit, l’inégalité 


| Jo—a2'|Sd 
entraîne l’inégalité | 
| f(7)— f(2#') Is 
pour toute fonction de la famille (‘). Les fonctions d’une famille sont 
dites également continues dans l’intérieur d’un domaine ouvert si elles 
sont également continues dans un domaine fermé quelconque intérieur 
au premier. 
Soit D’ un domaine complètement intérieur à D ; je dis que les fonc- 
tions de la famille (F) sont également continues dans D’. En effet, 
s'il n’en cae pas ainsi, il existerait un nombre « tel que pour chaque 


nombre — = (2 entier), il y aurait au moins une fonction /,(æ) de la 


famille pour laquelle, en deux points æ et 2’ du domaine dont la 


(1) Pappelle oscillation de f (x) dans un domaine fermé D’, le maximum de | f(x) —f(z’)| 
lorsque x et x’ sont deux points quelconques de D’, On voit que, pour des fonctions égale- 
ment continues, l’oscillation de f(æ) ne dépasse pass e dans tout domaine d’élongation au 


plus frais: à 0. 


pe no 
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distance ne dépasse pas = on aurait 
| fn(v) — fr(a')|>e. 
Considérons alors la suite 
Sil ede fale cen. TE 10 
on peut, par hypothése, en extraire une suite nouvelle 
| Pate), ae), +, f(x) 


convergeant uniformément dans D’ vers une fonction limite F(#); on 
peut donc prendre n, assez grand pour que, 7 étant supérieur à 7, on 
ait, quel que soit æ dans D, 


LA Ce) — F(z) |< 3 
D’autre part, puisque F(a) est continue dans D’, il existe un 
nombre à tel que, pour deux points x et x’ de D’ dont la distance ne 
dépasse pas 6, le module de f(x) — f(x’) ne dépasse pas 33 onadonc, 
silz—x|<ôetr>n,, 
lfi.(@) — F(2)|< 3 
[An(@) —Fe')| <3 
|F(2) — F(#’)| <5; 
on déduit de là, comme 


Pl 2) = fin 2") = PT) — P(e) + F(x!) — f(x) + F(x) —F(zx'), 
LG) — PSP, Ce) — F(@) +1 Aine’) — F(e') |-+] F(x) — F(x)|<e, 
quel que soit 2 supérieur à », et quels que soient les points x et x’ 
de D’ dont la distance n’est pas supérieure à Ô. Prenons n assez grand 
pour que = < 3; notre résultat sera en contradiction avec l'hypothèse 


que pour la fonction f, (x), il existe deux points dont la distance ne 


nn ms di d 


AL“ es TS TO PE 
anti \ ü VA r 

ny x : À : 

, [LA 
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dépasse pas re et par conséquent 6 et pour lesquels le module de la 


différence des valeurs de f,,(x) en ces deux points est supérieur à e : 
cette contradiction démontre notre théorème. 


4. Nous dirons que les fonctions /(æ) d’une famille (F) sont égale- 
ment continues en un point P intérieur au domaine D, si, étant donné «, 
on peut tracer un cercle de centre P dans lequel ladifférence f(x) — f(x’) 
ait un module inférieur à € quelle que soit la fonction de la famille et 


quels que soient les points x et x’ pris à l’intérieur du cercle. On peut 


alors énoncer le théorème suivant : 


St les fonctions d’une famille (F) sont également continues dans le 
domaine D, elles sont également continues en chaque point P intérieur 
a D et réciproquement. ; 


Supposons en effet les fonctions également continues dans D et 
soit P(x,) un point intérieur à D; soit D’ un domaine intérieur à D et 
contenant P : à chaque nombre positif e correspond un nombre Ô tel 


. que, pour deux points x et x’ de D’ vérifiant l'inégalité 


| 2 — a’|So, 
on ait 


[f(2) — fl2"\I< 5) 


pour toute fonction f(x) de la famille. Dans le cercle y de centre x, 
et de rayon 6, on aura pour deux points æ et x’ de ce cercle 


(a 


| /( 2) —S(@ |< = 
I f(%)—S(@)| <=, 

d’ou 
| If(æ)— fa <e. 


Les fonctions sont donc également continues en P. 

Réciproquement, supposons les fonctions également continues en 
chaque point intérieur à D et soit D’ un domaine complètement inté- 
rieur à D. Étant donné «, on peut, autour de chaque point P du domaine 
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_ fermé D’, tracer un cercle y tel que, à son intérieur, l’oscillation de 
chaque UE f(a) ne dépasse pas €. Prenons le cercle y de plus 
grand rayon contenu dans D’ pour lequel cette propriété est Fenhiée et 
soit r(x) la valeur de ce rayon en chaque point « de D’. Je dis que le 
minimum de la fonction r(a) dans D’ est positif. Soit à la valeur de 
ce minimum; d’après un théorème de Weierstrass, il existe un point 2, 
de D’ tel que, dans un cercle de centre 2 et de rayon arbitrairement 
petit, le minimum de r(x) soit encore à (!). Or, pour le point æ,, il 
existe un cercle de rayon r, non nul dans lequel l’oscillation de chaque 
fonction ne dépasse pas €; ad tous les points æ contenus dans le 


cercle concentrique de rayon 4, la valeur de r(a) est au moins égale 
à 2 inimum 6 n’ inférieur à =. Il résulte de li 
à =, donc le minimum © n’est pas inférieur à —- Il résulte de la que, 


si la distance de deux points x et 2’ de D’ ne dépasse pas d, le module 
de f(x) — f(x’) ne dépasse pas € quelle que soit la fonction Se) de 
la famille. 


i Considérons une famille (F) normale et bornée de fonctions 
holomorphes et supposons qu’aucune des fonctions limites ne soit 
égale à la constante a. Je dis que, dans tout domaine D’ intérieur à D, le 
nombre des zéros de f(x) — a est, quel que soit f(x), inferieur a un 
entier fixe. Nous supposons, dans cet énoncé, que chaque zéro est 
compté autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité. 

En effet, si la proposition était inexacte, on pourrait faire corres- 
pondre à chaque entier z une fonction f,(æ) de la famille telle que le 
nombre des zéros des f,(æ)—a fut au moins égal à n dans le 
domaine D’. De la suite ainsi formée 


fi(æ), fa(x), EX) fn(æ), Le sy 
on peut extraire une suite nouvelle 


VLLA le Sn, (2); - ney Pate), 


intérieure à D", 


- 


(*) si le point æ PA est sur ra frontière de D', on ne Re, que la portion du cercle 
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convergeant uniformément vers une fonction holomorphe limite F(æ) 
qui, par hypothèse, n’est pas égale à la constante a. La fonction F(a) — a 
a donc dans D’ un certain nombre de zéros distincts Eye lande 
dont les degrés de multiplicité sont respectivement «,, a2, . 
Traçons autour de ces points comme centres des cercles Y,, y:, ..…, Le 
de rayons assez petits pour qu'ils soient extérieurs deux à deux et tous 
intérieurs à D’ ('). 

Lorsque 7 est assez grand, les fonctions A, (x) — a ont tous leurs 
zeros à l’intérieur des cercles y, sinon il y aurait une infinité de ces 
zéros à l'extérieur de ces cercles, ils auraient au moins un point limite 
non intérieur à ces cercles : en ce point on aurait F(æ)— a(?), ce qui 
est contraire à l'hypothèse. 

Maintenant, si z est assez grand, fA. (x) — a a exactement a, zéros 
dans le cercle Y;; en effet 4, (x) tend uniformément vers F(z) sur le 
cercle y; et, à partir d’une certaine valeur de n, f, (a), qui diffère 
de F(a) d’aussi peu qu’on le veut, ne s’annule pas sur la circonférence 
de ce cercle; d'ailleurs f, (æ) tend uniformément vers F'(x); on a 
donc 


De 


lim — 


7 = — — Or. 
n= 21% yy J n( 2) — a 2 ÈT Fa 


I KE) el WY F'(x) dx 

i F(2)—a 
comme l'intégrale du premier membre est égale à un entier, elle a pour 
valeur «; pour 7 assez grand (*). 

Il résulte de ce qui précède que, à partir d’une valeur assez élevée 
de n, chaque fonction f,,(a@)—a a exactement «, zéros dans y,, 
a, Zéros dans V2, ..., %, Zéros dans y, et n’a aucun zéro hors de ces 
cercles. Le nombre total des zéros ne dépasserait pas %, + &, +... + a, 
pour toutes les fonctions, ce qui contredit l'hypothèse que A, (x) — a 
possède dans D’ plus de À, zéros, nombre qui croît indéfiniment avec nr. 


(1) Si F(a) — a possède des zéros sur le contour C’ de D’, comme la convergence est 
uniforme à l’intérieur de D, on peut remplacer ce contour C’ par un contour voisin C” tel 
qu'il n’y ait pas de nouveau zéro entre C’ et-C” et que le domaine D” limité par G” con- 
tienne D’ et soit contenu dans D. 

(2) Voir P. Montet, Lecons sur les séries de polynomes, p. 122. 

(3) On peut aussi, pour démontrer ce point, utiliser un théorème classique de Rouché 
(voir P. Monet, loc. cit., et Sur les familles de fonctions, etc., p. 490). 
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On doit donc admettre que le nombre des zéros de f(x)—a dans D’ 
est borné quelle que soit f(x). 


6. Nous avons vu aux paragraphes 2 et 3 qu’une famille (F) de fonc- 
tions /(æ) bornées en un point, possède, si elle est normale, les pro- 
priétés suivantes : 


1° Les fonctions sont bornées dans l’intérieur de D; 

2° Les fonctions sont également continues dans l’intérieur de D ; 

3° Les fonctions f(a) — a ont, pour chaque valeur de a, un nombre 
fini de zéros à l’intérieur de D, si a n’est pas une fonction limite. 


Examinons les réciproques des deux premières propriétés. 

Tout d’abord, une famille de fonctions également continues dans 
l’intérieur de D est une famille normale. Je dis en effet que, de toute 
suite infinie de fonctions de cette famille, on peut extraire une suite 
nouvelle convergeant uniformément dans D vers une fonction limite 
finie ou vers la constante infinie ; soit D’ un domaine intérieur aD et 2, 
un point de D’ : si æ est un autre point quelconque de D, il existe un 
chemin joignant x, à æ, intérieur à D’ et dont la longueur est inférieure 
à la longueur L du contour limitant extérieurement le domaine D ('). 

Soit alors un nombre « positif et arbitraire ; par hypothèse, il existe 
un nombre à tel que, en deux points de D’ dont la distance est infé- 
rieure à 6, la différence /(x) — f(a’) ait, quelle que soit f(a), un 


module inférieur à €. Désignons par & un entier supérieur à set 


prenons sur le chemin wa, des points æ,, a, ..., æ, formant avec x, 
et æ les sommets d’une ligne polygonale dont chaque côté ne dépasse 
pas 6; le nombre / est inférieur A‘ — 1. On a 


Fa) — f(ro)|<e, 
If (22) — f(ai)| <2, 


| /(@) = f (en) | <8, 
f(x) — f(x) [Ske 


eee 


(1) Nous supposons toujours que le domaine D est borné : le contour limitant extérieu- 
rement D est celui des contours limitant D qui sépare les points de D du point à l'infini. 


d’où 
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et 
| f(20)|— ke<| f(x) |<] fa) | + ke. 


Si les nombres /(x,) sont bornés quelle que soit f(a), il en est de 
même des fonctions f(z) et il résulte d’un théorème de Arzelà (‘que 
l’on peut extraire de toute suite infinie de fonctions f(x) une suite 
nouvelle convergeant uniformément dans D’. Si les nombres |f(x,)| 
augmentent indéfiniment, il résulte de la dernière inégalité précédente 
que f(a) tend uniformément vers la constante infinie. Les fonc- 
tions f(x) forment donc une famille normale dans D’. 

Soient alors D,, D,, ..., D,, ... une suite infinie de domaines tels 
que D, soit complètement intérieur à D,,, et ayant pour limite le 
domaine D et 


fit), falæ),- -.,, Sr(2), 


une suite infinie de fonctions f(a); on peut extraire de cette suite 
une suite nouvelle 


PRE) ee FA (æY 


convergeant uniformément dans D, ; de cette seconde suite, on peut 
extraire une nouvelle suite 


fix), fie), +. fat) 


convergeant uniformément dans D,, etc. On formera de même une 
suite 


VERRONT TER CT 


extraite de la suite f?~’ (a) et convergeant uniformément dans D,, La 
suite 


Jfitæ), fi(æ), +, fa(æ), 


converge uniformément dans tout domaine D’ intérieur à D : en effet, 
prenons p assez grand pour que D, contienne D’ à son intérieur; la 
suite f*(æ), étant composée de fonctions appartenant à la suite /? (a), 
converge dans D, et par suite dans D’. 


(1) Sulle serie di funzioni (Memorie della R. Accademia di Bologna, 5° série, t. VI, 
1899, p. 178). 
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Il n’y a cependant pas identité entre les familles également con- 
tinues et les familles normales : cette identité a lieu lorsque les fonc- 
tions sont bornées en un point x, intérieur à D; dans le cas contraire, 
les fonctions peuvent former une famille normale qui ne soit pas éga- 
lement continue. Prenons par exemple une fonction g(a) qui ne 
s’annule pas dans D : la famille des fonctions Co(æ), où C est une 
constante arbitraire, n’est pas également continue : c’est cependant 
une famille normale. 

Ainsi, il y a identité entre les familles normales et bornées en un 
point et les familles également continues et bornées en un point : ce 
sont en définitive des familles de fonctions holomorphes et bornées 
dans l’intérieur de D, car nous allons montrer que, réciproquement, 
une famille de fonctions holomorphes et bornées dans leur ensemble 
dans l’intérieur de D est une famille normale. Il suffit d'établir que ces 
fonctions sont également continues. Soit D'un domaine complètement 
intérieur à D limité par un contour C’ et D”, un domaine contenant D’ 
et contenu dans D, limité par la courbe C”; désignons par d la plus 
courte distance des frontières de ces domaines D’ et D’; par x et 2’, 
deux points intérieurs à D’; on a 


fe) — fe =F O- | 


ou 


gh eae f(2) ds 
A eat MC Serre oo @— 2) (Ew)? 


soient M le module maximum des fonctions f(a) dans le domaine 
fermé D”, et L la longueur du contour C”, on déduit de légalité pré- 
cédente 


! ! L 
PACE ACS A ES Ad benef 
L’égale continuité des fonctions f(x) dans le domaine D résulte 
immédiatement de cette inégalité. 


8. Les fonctions bornées dans leur ensemble dans l’intérieur d’un 
domaine D forment une famille normale. On sait que l’on peut rem- 
placer cette condition par la suivante : il existe un nombre a tel que 
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le module de f(a) — a reste supérieur à un nombre fixe pour toute 
fonction f(a) et toute valeur de x prise dans un domaine D’ intérieur 
à D. Cela revient à dire qu’il existe dans le plan sur lequel on repré- 
sente les valeurs de X = P +7Q = f(a), une région vu les pointsæ ne 
pénètrent pas (*). 

Supposons en particulier que cette région soit le demi-plan situé à 
droite de la droite P = A; les fonctions f(a) forment une famille 
normale. Supposons en outre que les valeurs de ces fonctions soient 
bornées en un point x, intérieur à D; on en déduit que les fonctions /(a) 
ont un module borné dans tout domaine D’ intérieur à D. Donc: si des 
fonctions analytiques régulières dans D ont en +, des valeurs dont le 
module est inférieur à « et si, sur la courbe limitant le domaine D, le 
maximum de leur partie réelle est inférieur à A, dans tout domaine D’ 
intérieur à D, le module de ces fonctions ne dépasse pas un nombre 
fixe qui ne dépend que de A et de a. Prenons en particulier pour 
domaine D un cercle de centre origine et de rayon r et pour D’ un 
cercle concentrique de rayon 9r(0 <9 <1); on a alors 


| f(2)|<2(a, A, 8). 


La limite supérieure Q ne dépend pas de r, car la transforma- 
tion æ—rx remplace les fonctions f(x) relatives au cercle D de 
rayon r par les fonctions g(a’) possédant les mêmes propriétés dans 
le cercle D, de rayon 1 et le module maximum est le même pour les 
fonctions f(z) dans le cercle D'de rayon 97 et pour les fonctions g(2’) 
dans le cercle D, de rayon 0, puisque deux fonctions correspon- 
dantes f(x) et g(«’) prennent les mêmes valeurs, la première dans le 
cercle D’ et la seconde dans le cercle D, (?). 

Les remarques précédentes sont des conséquences immédiates d’une 


(1) P. Monrez, Lecons sur les séries de polynomes, p. 27 (en note); ou Sur les suites 
infinies de fonctions (Annales de l'École Normale, 2° série, t. XXIV, 1907, p. 306). 

(2) Voici une conséquence de l’inégalité que nous venons d’établir : si pour une fonc- 
tion entière, le maximum A(r) de la partie réelle dans le cercle de rayon r est borné 


G . I 
quel que soit r, cette fonction est une constante. Prenons en effet 6 = = et a=| ao]: on 


voit que f(z) a un module borné quel que soit r. On obtient le méme résultat en rempla- 
cant A(r) par le maximum B(r) de la partie réelle de — f(x). 
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inégalité de M. Hadamard qui montre en outre que Q (x, A, 9) est infi- 
niment grand du premier ordre par rapport à 1— 9. Comme j'aurai 
plus loin à utiliser cette inégalité, j'en rappellera la démonstration en 
suivant la voie indiquée par M. Carathéodory. 

Posons f(o)= a, = «, +78, et soit A(r) le maximum de la fone- 
tion P dans le cercle de rayon r; la fonction 


s’annule à l’origine et sa partie réelle est inférieure ou égale à l'unité 
dans le cercle de rayon r. Le point X est donc toujours à gauche de P=1 
et, si l’on prend deux points Q et Q’ symétriques par rapport à P = 1, 
le point X est plus rapproché du point Q dont l’abscisse est inférieure 
à 1 que du point Q’. Prenons pour Q et Q’ les points X = o et X — 2, 
la fonction 

Y => 


X — 2 


s’annule à l’origine et son module est inférieur à 1 dans le cercle de 
rayon 7; la fonction = est holomorphe dans le méme cercle et le maxi- 
mum de son module a lieu en un point de la circonférence ; ce maximum 
ne dépasse donc pas -; puisque, sur la circonférence, Y est en module 


inférieur à 1. On a donc, quel que soit æ dans le cercle, 


id ee 
Ë ee. 
et, en posant |a|= 9, 

AYISÉ (4). 


Pour tout point x intérieur au cercle de rayon Or, ona 
Ê<O 
= £ 


———————————_——— 
(1) Cette remarque sur une fonction Y, nulle à l’origine et dont le module est inférieur 


à 1 dans le cercle de centre origine et de rayon r, est due à M, Schwarz (Zur Theorie der 
Abbildung : Ges, math, Abh,, t. Il, p. 110), 
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| IYIS6, 
toa 

E ae = 

: X —2 = 

2 ao IXI£0]X—2]£0[X]+ 24, 
100 | Annee 


c’est-à-dire 


I f(#) — a | - 20 LA) = a0]; 


c'est + ails de M. Hadamard. On en déduit 


If(#)IS 


SE LAC) = al £a + 2 LAC) + [aol 


ae AG >|æ&|, alors —~ 


LAC) G) + EG pee, r) <4, 


si l’on appelle M(e), le maximum du module de Ja) dans le cercle de 
rayon p, ona 


M(9r)< ee 0 [Airy | all 


"ATX inégalité doftr nous aurons biéntôL? à nous servir. 
D'autre part, on peut écrire évidemment, si — B(r)est le minimum 
de A dans le cercle de rayon r, — 


1-86 als PORC 27 [A Gr) — al, 


ea 


B(r)E— a+ —— 2 LA 6) — a 


S 
DR Se Er uv 
MERE RE EC aies 
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d’un domaine D est une famille normale : soit D’, un domaine intérieur 
à D; lorsque x parcourt D’, le point X = f(a) parcourt un domaine A, 
et notre hypothèse peut être énoncée de la manière suivante : les — 
domaines A’, sont, quelle que soit f(æ), contenus dans un cercle fixe. 
Je dis que l’on peut faire une hypothèse moins restrictive sur la 
nature de ces domaines sans que la famille cesse d’être normale : 
supposons seulement que les aires de ces domaines demeurent, quelle 
que soit f(x), inférieures à un nombre fixe M. Les fonctions forment 
encore une famille normale. Nous pouvons toujours supposer que les 
fonctions /(æ) sont bornées en un point a, de D, car on peut sans 
changer l'aire de A, remplacer la fonction f(x) par la fonc- 
tion f(x) — f(#,) qui s’annule pour æ = x,. Il faut donc montrer 
que les fonctions f(a) supposées bornées en un point a, de D sont 
également continues dans l’intérieur de D. Traçons un cercle C de 
centre x, et de rayon r qui soit contenu dans D : je vais montrer que © 
les fonctions sont bornées dans le cercle C’ concentrique à C et de 


1 be 
rayon = 
Considérons une suite infinie de fonctions f(x) ; si le maximum A(e) 


de la partie réelle de la fonction f(a) est borné sur C’, cette suite est 
normale, sinon on peut en extraire une autre suite dans laquelle les 


nombres A (2) augmentent indéfiniment. 


Dans cette nouvelle suite, si le maximum B(¢) de la partie réelle 
de — f(x) est borné sur C’, la suite est normale, sinon on peut en 


extraire une suite nouvelle dans laquelle B (2) augmente indéfiniment. 


On obtiendra donc une suite de fonctions 
Si(2), Sr( x), ee Big Fn{z), 


telle que l’oscillation de la partie réelle de /,(æ), sur le cercle C’, soit 
supérieure à rn, 
a(2) -0(2) > 
2 2 


A(p) +B(p)>n 


et aussi 


ile Vi | 
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à 184 £ ” re , Q . 
Lorsque x décrit l’anneau CC’, X décrit une surface dont l'aire est 
inférieure à M; donc on a 


SS \Ge) + Ga) Tee < 


et, en passant aux coordonnées polaires, 


af IT) (2 Joe 
=f flan? (af Bye 
Mais, d’après l’inégalité de Schwarz, 
27% sat 
jaar 


pour la fonction Fest on déduirait de là 


aa tn) > hee 
Oo) T 


Me, 
AT 


ce qui est impossible. Donc la suite est normale. 
On en déduit aisément que la famille f(x) est une famille normale. 
En résumé, si les domaines A, ont des aires bornées dans leur 


ensemble, les fonctions f (x) ainsi que les fonctions P et Q forment 


des familles normales. La démonstration ne fait intervenir que l’une 
des fonctions P ou Q; on peut donner à l'énoncé une forme qui ne 
fasse intervenir que l’une de ces fonctions. L’aire de A; est en effet 
représentée par l'intégrale 


DC) 1e 


Considérons alorsune famille de fonctions harmoniques à l’intérieur 
de D, telles que l'intégrale précédente soit bornée pour toutes les 
fonctions f(a) quand on fixe le domaine D’ intérieur à D; on peut 
énoncer au sujet de ces fonctions le théorème suivant : 


Les fonctions P, harmoniques dans l'intérieur d’un domaine D et telles 
Ann, Ec. Norm., (3), XXXII. — Aour 1916. 31 
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que l'intégrale de Riemann étendue a un domaine fixe intérieur a D soit 
bornée quelle que soit la fonction f (x), forment une famille normale. 


M. Lebesgue avait déjà démontré la même proposition pour des 
fonctions plus générales qui n’ont en commun avec les fonctions 
harmoniques que les propriétés d’être continues et monotones, c’est- 
à-dire de ne prendre dans chaque domaine leurs valeurs maximum et 
minimum que sur la frontière de ce domaine : ce théorème a servi 
de point de départ à ses recherches sur le principe de Dirichlet ('). 

On sait et nous verrons bientôt que des fonctions f(x) forment une 
famille normale si ces fonctions ne prennent pas certaines valeurs 
exceptionnelles ne remplissant pas nécessairement des domaines; 
mais la généralisation précédente du théorème sur les fonctions 
bornées est d’une autre nature, car on ne peut affirmer a priori qu'il y 
aura des points exceptionnels pour tous les domaines A, 


10. Les régions exceptionnelles dont les domaines A; ne possèdent 
aucun point peuvent, comme je l’ai démontré, se réduire à des lignes (?). 
Ce résultat peut être étendu au cas d’un ensemble linéaire continu 
quelconque (*). 

Avec ces nouvelles hypothèses, les familles de fonctions qui admet- 
tent pour valeurs exceptionnelles les affixes des points du plan des æ 
situés sur ces lignes où ces continus linéaires sont des familles nor- 
males. Mais on peut réduire à deux le nombre des valeurs exception- 
nelles et les familles demeurent normales : j'ai établi précédemment 
ce résultat en utilisant la fonction modulaire (*). 

Nous nous proposons ici de retrouver ce théorème par une voie 
élémentaire en démontrant d’abord par cette voie des propositions dues, 
la première à M. Schottky, la seconde à M. Landau. | 

M. Schottky, en employant la méthode de démonstration dont 


(1) H. Lepesaur, Sur le principe de Dirichlet (Circolo matematico di Palermo, 
t. XXIV, 1907, p. 16). neta 

(*) Sur les familles de fonctions, etc., p. 494. : 

(3) Voir P. Fatou, Sur les lignes singulières des fonctions analytiques (Bulletin de 
la Société mathématique de France, t. XLI, 1913, p. 113). 

(*) Loc. cit., p. 497. Cotte démonstration a été simplifiée par M. pe LA VALLÉE Poussin, 
Démonstration simplifiée du théorème fondamental de M. Montel sur les familles 
normales de fonctions (Annals of Mathematics, 2° série, vol. XVH, 1915, p. 5). 


eee Ss “hd CE Vide, dé, L'oi Éd d 


\! 


SUR LES FAMILLES NORMALES DE FONCTIONS ANALYTIQUES. 243 


M. Borel s’est servi pour établir le théorème de M. Picard relatif aux 
valeurs exceptionnelles des fonctions entières (*) et en la modifiant 
convenablement, a démontré un théorème général sur les fonctions 
qui admettent deux valeurs exceptionnelles (?). Nous allons voir 
comment la considération des familles normales nous permettra 
d'arriver au théorème de M. Schottky en suivant la marche de 
M. Borel. On peut dire que la démonstration de M. Borel, appliquée à 
une seule fonction, conduit au premier théorème de M. Picard et que, 
appliquée à une famille de fonctions, elle conduit au théorème de 
M. Schottky. 

Considérons la famille (E) des fonctions f(x) holomorphes à l’in- 
térieur et sur la circonférence du cercle de centre 2 =o et de rayon 1 
dans lequel elles ne prennent jamais les valeurs o et 1 et telles que les 
nombres /(0) = a, vérifient les inégalités 


| ao|< a, <a | < 4, 
ao 


I— ay 


x étant une constante. 

Le théorème de M. Schottky affirme que, à l’intérieur de tout cercle 
concentrique de rayon 9(0<9<1), on a, quel que soit æ et pour 
toutes les fonctions f(x) de la famille 


I f(x) |< Q(, 9), 


Q étant un nombre fixe pour toutes les fonctions f(a) et qui ne dépend 
que de « et de 0. 

Comme on peut toujours remplacer le nombre « par un nombre 
plus grand, nous pouvons toujours supposer que « est supérieur aux 
différentes valeurs numériques en nombre fini que nous introduirons 


(:) E. Boren, Démonstration élémentaire d’un théorème de M. Picard (C. R. Acad. 
Sc., t. CXXII, 1896, p. 1045-1048); Lecons sur les fonctions entières, Note 1, p. 103. 

(2) Senorrky, Ueber den Picardschen Satz und die Borelschen Ungleichungen (Sitzungs- 
berichte der kgl. preuss. Akad. d. W., 1904, p. 1244-1262); Leber zwei Beweise des 
allgemeinen Picardschen Satzes (Ibid., 1907, p. 823-840). La démonstration de M. Schottky 
a été simplifiée par M. Lindelôf [ Sur le théorème de M. Picard dans la théorie des 
fonctions monogènes (Comptes rendus du Congrès de Stockholm, 1909)] et tout récem- 
ment par M. Bernays [ Zur elementaren Theorie der Landauschen funktion © (x) (Vier- 
teljahrschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zurich, 1913) ]. 
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dans la démonstration. Posons 
G(x) =log f(x), | 
G:(æ)=log[i—f(x)], 
les logarithmes étant définis de façon que, pour æ = 0, on obtienne la 
valeur principale, c’est-à-dire que, par exemple, 
G, (0) = logay= log | a) | + targa, —nm<arga,S+T. 

Les fonctions G,(a) et G,(æ) sont holomorphes dans le cercle de 

rayon 1 et vérifient l’identité 
eGilx) e&:(%)— 1, 

Nous désignerons par C, le cercle de centre origine et de rayon é et 
par — B,(¢) le minimum de la partie réelle de G,(a) sur le cercle C,. 
Traçons deux cercles Cy et Cy, de rayons 0’ et 0”, équidistants du 
cercle Cy (0 <9< 6”). Les fonctions de la famille (E) se partagent en 


deux groupes (E,) et (E, ). Les fonctions du groupe (E, ) sont telles 
que 


B, (6) Sloga +7; 
elles sont donc bornées dans le cercle Cy, car 
e-t 
| fe) Ze 2 avec |a|<2a; 
les fonctions du groupe (E,) sont en nombre infini, sinon le théorème 
serait démontré et l’on a pour chacunes d’elles 
B,(9) > loga+r>|logæ|. 
On peut donc écrire, en s’appuyant sur les résultats du n° 8, 


hB.(0 Te à 
M(#)= 240), RO tg 


M, (+) et M,(+) désignant les modules maximums de G,() et de G,(«) 
sur le cercle C,. Nous allons maintenant comparer B,(0) à M,(0”); la 
fonction #(G,) atteint son minimum -- B,(8) en un point x, du 


SUR LES FAMILLES NORMALES DE FONCTIONS ANALYTIQUES. 


cercle C,; on a en ce point 
[e&itro)| — eBit0), 


es (xo) = ee eGa(xo), 


(1) G, (20) = log[1 — e&(%) ] +- anin, 


Or 


le logarithme étant défini à l’aide de sa détermination principale 


pouræ = o et n étant un entier convenable; on déduit de là 


(2) min | G,(2) — anin|S|G.(2)) —2nir|— | log [1 — e&:) ]]; 


or 


| eso) | — e-B0) e—log x — sk 
a 


et, « étant supposé supérieur à 4, 


e—B4!0) — . 
2 


D'autre part, d’après la remarque de M. Schwarz rappelée au n°8, 


max. de|log(1—w)| pour [u|= À 
Jlog(1—u) |< Jul<2ful, 
| 3 
si|w| <5; d’où 
— $B,(6) 
(3) Hlog[r — eS ]] < 2 eBô— e—BiO)+log2 — g 2°, 


car on a supposé « >4. Posons 


T(x) = log[G,(2)—2nir], 


le nombre n ayant été défini précédemment et le logarithme étant 


toujours déterminé par sa valeur principale à l’origine. 


La fonction (a) est holomorphe dans C, puisque G,(a) ne prend 
aucune valeur de la forme 2niz; appelons — B(?) le minimum de sa 


partie réelle sur le cercle C,, on aura 


1 
> B, (9) I 


— 8(9) =min. log|G.(w) —2nin|<loge ? =— = B; (9), 
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donc 
B,(8) < 26(8), 


nn 


et 
M, (9) < 


Soit maintenant « (4) le maximum de la partie réelle de T'(æ) sur le 
cercle C,. Nous diviserons les fonctions de la famille (E,) en deux 
nouveaux groupes (E;) et (E,). Pour chaque fonction f(x) appar- 
tenant au premier groupe (E,), il existe un entier déterminé 7 tel 
que 

a(6")Sloga. 
Les fonctions du groupe (E) sont bornées dans Cy, car on a 


| 1— f(x) | = | eSatr—tnir | < 4 (0) <a, 
| f(2)|<1+a. 


Pour les fonctions appartenant au second groupe (E,), on aura, 


quel que soit l’entier n, 
a(8")>loga, 


et, par conséquent, d’après l’inégalité de la fin du n° 8, 


MT oe te, 


car 


— &[T(0)] = log] - 


: | < loga < a( 6”). 
— a, 


Considérons les fonctions f(x) et T'(x) appartenant à ce dernier 
groupe: elles sont en nombreinfini, sinon le théorème serait démontré. 
On a les relations 

a(0")= maxlog|G:(x) —2nir| 
et . | 
| G,(v) — anin|S|G.(x)|+ 2n|2|SM,(6") + ann; 
d’ailleurs, d’après les inégalités (2) et (3), 3 


1 B,(8 ) 


[anr|<|G:(2)|+e 7° <M,(6") +1. 


Plaçons dans un nouveau groupe (E') les fonctions f(x) pour 
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lesquelles M,(0”)<1: elles sont évidemment bornées dans Co. 
Les autres qui constituent le groupe (E!) sont telles QUeM (ON <1, 


et 
|ann|<2M,(6"), 
donc 
a(6") < log3M,(6"), 
d’où 
po 
et, comme pour x > o, log x < ÿx, 
Ul 32 fE [4 
M, (4) < -VM:(9"). 
On obtiendrait de même l'inégalité 
32 V3 
M:(9') < = As VM, (6"), 
et, en appelant M(¢) le plus grand des deux nombres M, (ct), 
sg et M,(¢), 
3 Me < 28 VTT; 
posons u(t) = a il vient 
à g" 
| (8) VE, 
1 La suite du raisonnement est classique: soient, 1,, Boy ..., Un, «+s 
4 les valeurs dev correspondant à une suite infinie de cercles dont 
4 le premier C est Cy; le second C, est équidistant de Cy et Cyr; le troi- 
4 siéme C, est équidistant de C, et Cy, etc., nous pourrons écrire les 
4 . , MP 2 
4 inégalités = 
4 B < 4 aoe 
Poe" ee 
, PT 
; Pas at yen 
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| 2 n 
et, en extrayant les racines dordré jis 25, 2299527 


Cae} n+1 
fai ANS ca pai (4 \* 
gnu+ti ae Ce 
P< (Un+1) 2(i+irde... x) <(Pn+t) (3) 2 
h 
car À <1, et 
2 3 
ee Le fo =4 
donc 


Pee (5) 


u” étant la valeur de y sur le cercle C’; comme » est aussi grand qu’on 
le veut, on déduit de là 


à Note 3 19 
= fe! pte tf 
ns (2) et M(8) < i 


Ce résultat, valable pour chaque fonction du groupe (E;), montre 
que ces fonctions sont bornées dans Cy; la famille (E) est formée par 
la réunion des fonctions des familles (E,), (E;),(E;), et (E,) : comme 
dans chaque groupe, les fonctions sont bornées dans leur ensemble; 
il en est de même pour la famille (E). ; 

Voici maintenant l'énoncé du théorème correspondant de 


NT 
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M. Landau. Considérons la famille (¢) des fonctions f(x), holomorphes 
dans le cercle de rayon r où elles ne prennent ni la valeur o ni la 
valeur 1, et supposons que 


| /(0)|=|ao]< 2; 
alors, dans tout cercle concentrique et de rayon 0 <1, ona 
If(@)|<Q(a,9) (1). 


Pour démontrer que les fonctions f(x) sont bornéesdansle cercleC, 
il suffit, puisqu’elles sont bornées pour «=o, de montrer qu’elles 
forment une famille normale. Choisissons une suite infinie arbitraire 
de fonctions f(a); si les valeurs correspondantes de a, ont une au 
moins de leurs valeurs limites différente de o et de 1, choisissons la 
suite 


7 972 oi CIE 4 PNR ES D) RE 


extraite de la précédente telle que la suite des valeurs de a, ait 
pour limite cette valeur «, différente de o et de 1 et telle que 


| fn (0) — %o | as, 


2a’ étant égal au plus petit des nombres 


I 


[ao], [1—a] et. ran 


On a alors 
: ae tat ho I 
[Oi Ree ETES po or” 
>  laol>lal—a2a, lalèl-#l-#20 
0 


(1) Voir Bour et LaNpAu, Ueber das Verhalten von €(s) und Cx. (s) in der Nahe der 
Geraden s =1 (Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, 1910, 
p. 309). M. Bernays a donné, à partir du théorème de M. Schottky, une démonstration 
simple de ce théorème, que MM. Landau et Carathéodory ont publiée dans leur Mémoire : 
Beitrage zur Konvergens von Funktionenfolgen (Sitzungsberichte der K. Preussischen 
Akad. der Wissenschaften, 1911, p. 597). La démonstration de M. Bernays a été encore 
simplifiée par M. Lévy : Remarques sur le théorème de M. Picard ( Bulletin de la Société 
mathématique de France, t. XL, 1912, p. 25). J'ai donné, de ce théorème, une 
démonstration qui permet de le déduire immédiatement de celui de M. Schottky à l’aide 
de la notion de famille normale : Sur les familles de fonctions, ete. (Annales de l'École 
Normale, 1912, p. 517). | 5 

Ann. Ee. Norm., (3), XXXII, — Aout 1916. 22 
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et la suite des /,(æ) est normale, d’après le théorème de 
M. Schottky. | 
Si la seule limite des a, est l'unité, on prendra la suite des 


fonctions É 
__ log f,(æ)+21r 


Pn(Z) Air 


(pour + = 0, log a, a sa détermination principale); les nombres 9,(0) 
ont pour limite . et chaque fonction 9,(#) ne prend ni la valeur o ni la 


valeur 1 dans le cercle de rayon unité : la suite des 9,(2) est donc 
normale et il en est de méme de la suite des 


AC rile: 


Si la seule limite des a, est zéro, on remplace f,(x) par 1— f,(æ) et 
l’on est ramené au cas précédent ('). 

Donc, de toute suite infinie de fonctions appartenant à la 
famille (£), on peut extraire une suite nouvelle convergeant uniformé- 
ment vers une limite : cette famille est donc une famille normale, et 
comme toutes les fonctions sont bornées pour x =0, elles sont bornées 
dans leur ensemble dans tout cercle Cy. 

Il résulte de ce qui précède qu'une famille de fonctions holomorphes 
dans le cercle de rayon 1, à l'intérieur duquel elles ne prennent ni 
la valeur o ni la valeur 1, est une famille normale; en effet, si les 
nombres ay, relatifs à une suite infinie de ces fonctions, ont au moins 
une de leurs valeurs limites finie, on peut extraire de cette suite, une 
Suite convergeant vers une fonction finie; si la seule limite des a, est 


donne naissance à une suite 


l'infini, la suite des fonctions 


I 
Jn(2) 


(1) Remarquons que les fonctions +,(x) ne prennent jamais la valeur =; par con- 
séquent toute fonction limite des ,(2) prenant la valeur = pour 2 — 0 est nécessai- 


rement égale à la constante = (Sur les familles de fonctions, ete., p. 4yo) et la suite 


correspondante des fonctions f,(æ) converge uniformément vers l'unité. De même, si les 
nombres a ont pour limite zéro, toute suite convergente formée avec les f,(x) corres- 
pondants, converge uniformément vers zéro. 


or 


. Sut fe D RS 
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convergeant uniformément vers zéro et la suite correspondante 
des f(a) tend uniformément vers l'infini. 


11. Les théorèmes précédents s'étendent immédiatement, comme 
l’on sait, à un domaine limité par un nombre quelconque de contours : 
cela résulte du fait que, si une famille de fonctions est normale autour 
de chaque point d’un domaine fermé, elle estnormale dans ce domaine 
et, si les fonctions de cette famille sont bornées en un point intérieur 
au domaine, la famille est normale et bornée dans l’intérieur du 
domaine. | 

Les fonctions d’une famille normale qui sont bornées en un point P 
intérieur au domaine D ont des modules qui, à l’intérieur d’un 
domaine D’ complètement intérieur à D et contenant P, restent inférieurs 
à un nombre fixe Q (x), si « est le module maximum des fonctions au 
point P. Ce nombre Q(x) demeure le même si l’on remplace les 
domaines D, D’ et le point P par les domaines A, A’ et le point II qui 
leur correspondent par une transformation conforme et les fonc- 
tions f(x) de la famille normale dans D, par les fonctions 9( x) 
correspondantes qui sont normales dans A. En particulier, si les fonc- 
tions f(x) ne prennent pas les valeurs o et 1 dans D, les fonctions 
correspondantes 9(a) ne prennent pas les valeurs o et 1 dans A, 
puisque, en deux points correspondants, deux fonctions correspon- 
dantes prennent la méme valeur. 


CHAPITRE II. 


SUR L’INDETERMINATION DES FONCTIONS ANALYTIQUES 
AUTOUR DE LEURS POINTS SINGULIERS. 


12. On sait combien il est aisé de déduire du théorème de 
M. Schottky la généralisation, maintenant classique, que M. Landau 
a donnée du théorème de M. Picard sur les fonctions entières et les 
autres généralisations de même nature. 
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Ce mème théorème de M. Schottky conduit aussi très simplement, 
comme je l’ai montré (‘), à une démonstration du théorème général 
de M. Picard sur l’indétermination d’une fonction uniforme autour 
d’un point singulier isolé. La démonstration que j'ai donnée repose sur 
le théorème rt Weierstrass, lequel affirme que, dans le voisinage du 
point essentiel, la fonction s’approche autant qu'on le veut d’une 
valeur quelconque. On peut modifier la méthode suivie de manière à 
ne pas faire intervenir le théorème de Weierstrass, ce qui n'est pas 
sans intérêt à cause des extensions de ce mode de démonstration au 
cas de points singuliers non isolés. 

Traçons une circonférence C ayant pour centre le point singulier 
isolé «=o et dont le rayon est assez petit pour que f(x) n'ait pas 
d'autre point singulier à l’intérieur de C et ne prenne dans ce cercle 
aucune de deux valeurs que l’on peut supposer être o et 1. Nous allons 
démontrer que nos hypothèses sont incompatibles. On peut toujours 
admettre, en remplaçant au besoin æ par fa, que le cercle Ca pour 


rayon le nombre 2. Traçons une infinité de cercles concentriques aC: 
J 


. i I 
Cos Gy, ..., G,, ... ayant respectivement pour rayons 1, ar ube 


et considérons les fonctions Sule)=f(F); lorsque x décrit l’anneauT, 


compris entre C et C,, la fonction f,(æx) prend les mêmes valeurs 
que f(x) dans l’anneauT, compris entre C,_, etC,,.,, les fonctions f(x) 
forment donc dans l’anneau I, une famille normale. On peut donc en 
extraire une suite infinie, bornée dans F, ou bien on i extraire une 


telle suite de la famille des fonctions holomorphes ——.- Dans le 


AG} 


premier cas, si f,,(x), f,,(@), .…., f.(æ), .… est la suite bornée ainsi 
extraite, les modules de ces fonctions demeurent inférieurs à un 
nombre fixe M sur le cercle C,. 

Alors, la fonction f(a) a son module inférieur à M sur les cercles C,, ; 
Cy, +++, C,,,... dont les rayons décroissent jusqu’à zéro : on en conclut 
que f(a) est bornée entre deux cercles consécutifs de cette série de 
cercles et par suite inférieure en module à M autour de l’origine : la 
fonction serait donc régulière en ce point. Dans le second cas, on 


(1) Sur les familles de fonctions, etc., p. 514. 
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démontrerait de la même manier est régulière à l’origine et 


© que 75 2) 
que, par conséquent, f(x) est régulière ou admet un poleen ce point. 
| A Pass à 

Dans l’un et l’autre cas l’origine ne peut être un point essentiel et le 
théorème est démontré. 


13. Le mode de raisonnement précédent peut nous conduire à des 
conclusions plus précises : la démonstration repose sur l'existence 
d’une infinité d’anneaux semblables ayant pour limite le point æ =o 
et dans lesquels la fonction ne prend aucune des valeurs o et 1. 

Supposons alors que la fonction admette une valeur exceptionnelle 
unique que nous pouvons imaginer être la valeur zéro et considérons 
les racines de l'équation f(x) =a, a étant une valeur différente quel- 
conque, un par exemple. Soient 


lis l'a, RTE Pry 


les modules des zéros distincts de f(x) — 1 rangés par ordre de gran- 


HA, 


deur JR dE et considérons les nombres = : toutes leurs valeurs 


l'a 
limites, lorsque n croit indéfiniment, sont inférieures ou égales à 
Tunité; supposons que l’une d’elles soit un nombre & inférieur à 1 et 
soit 
re Peet. ae ar 
rx, r) 


ha n 


une suite correspondante ayant pour limite 4, telle que, quel que soit», 


on ait 
73, +1 


< € (Se kon) 
r), 


Tracons les cercles C! de rayons r,, et les cercles C, de rayons er, ; 
comme l’on à 
ETM, > had 


les anneaux semblables C’,, C” n’empiètent pas les uns sur les autres; 
on en déduit, par un raisonnement identique à celui du numéro pré- 


Fe) 


cédent, que la fonction f(a) ou la fonction Fiz) est bornée sur une 
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infinité de cercles C, équidistants des cercles C,, C,. On peut donc 
énoncer la proposition suivante : 


Si une fonction f(x) admet une valeur exceptionnelle et si 
Vig. (tas eng INS eee) 


sont les modules des racines distinctes de l'équation f(x) = a, a.étant un 
nombre quelconque distinct de cette valeur exceptionnelle, rangés par 
ordre de grandeur décroissante, on a 

lim Tas: ie 


=e 
r 


n=e na 


Considérons en particulier une fonction entiere de genre fini ou 
infini et désignons parr,,7:,..., ln, +. la suite des modules de ses zéros 
distincts ae ce ordre de grandeur ne si l’une des limites 


du rapport - 


le Par exemple, si toutes les limites de ce rapport sont 
inférieures à un nombre plus petit que 1, la fonction qui est alors 
égale au produit par un facteur exponentiel de genre fini ou infini d’un 
produit canonique de genre zéro, ne peut avoir de valeur exception- 
nelle. 


14, Soit f(x) une fonction admettant une valeur exceptionnelle 
autour du point essentiel O. Construisons, comme au n° 12, une suite 
infinie de cercles concentriques à O; C, C,,..., C,,..-, dont les rayons 
décroissent jusqu'à zéro. Je dis que le nombre des racines de l’équa- 
tion f(x) =a contenues dans l’anneau I, de rang 7, ne peut rester 
borné quel que soit x. Supposons en effet qu’il en soit ainsi et que ce 
nombre reste inférieur ou égal à l’entier fixe p; on peut toujours 
admettre que a = 1, et que la valeur exceptionnelle soit zéro. Intro- 
duisons les fonctions /,(æ) du n° 12; l’équation 


Fate) =: 


n’a pas plus de p racines dans l’anneau T,. La fonction *‘Vf,(x), 
où l’on a choisi arbitrairement la détermination duradicalen un point 
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fixe x, de l'anneau, est uniforme et holomorphe dans cet anneau; elle 
ne prend pas l’une au moins des valeurs des racines (p + r}è®° de 
l’unité ; donc la fonction 


pti 

n(x) = AA) : 
ne prend ni la valeur o ni la valeur 1 dans l’anneau : les fonctions 9,(«) 
forment une famille normale; si elles sont bornées, il en est de méme 
des fonctions /,(x) et l’on en conclut comme plus haut que f(x) est 
régulière en O. Si elles ne sont pas bornées, on peut en extraire une 


suite ayant pour limite l’infini et l’on en conclut que 5 est réguliere 
en O. L’hypothése faite est donc inadmissible et le nombre des racines 
de l’équation ~ 

f(æ)=1 


contenues dans l’anneau Tl’, ne peut rester borné quel que soit n. Je dis 
que toutes ses limites sont infinies : en effet, dans le cas contraire, on 
pourrait trouver une suite d’anneaux correspondant aux cercles 


Cis GS ety Ge ss 


dans lesquels le nombre de ces racines serait borné et le raison- 
nement que nous venons de faire serait applicable à cette suite 
d’anneaux. 

On peut exprimer autrement le résultat précédent. Soit (7) le 
| : . es © O(n) 
nombre des racines de f(x) =1 comprises entre C, et C,; je dis que oon 
augmente indéfiniment avec n, car, si, pour une infinité de valeurs de », 


on avait 
ü(n) 


n 


<P; 


p étant un entier fixe, on en déduirait l’existence d’une infinité 
d’anneaux dans lesquels le nombre de ces racines ne dépasserait pas 
le nombre p (*). 


a Oss ES ee 


(*) En effet, s’il n’y avait qu'un nombre fini », d’anneaux pour lesquels ce nombre ne 
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2 
© 


Soit alors r le rayon d’un cercle quelconque concentrique à 
et ; 


I 

gets! San 

Ona 
I 

log — > n log2. 

et comme 
8(r)28(n), 4 
G(r) + 8(n) J(n). 


à : 
re I nlog2 
log log = “ 


done, si l’une des limites du rapport ES était finie, il en serait 


Oü(n) 


ou des 
a log 2 


de même de la suite correspondante des valeurs de 
O(r) 


1 
log- 

Ce théorème nous donne une limite inférieure du nombre des zéros 
de f(a) — 1 dans le voisinage du point O. En particulier, si l’on consi- 
dère une fonction entière ayant une valeur exceptionnelle, on peut 
affirmer que, a étant un nombre quelconque différent de la valeur 
exceptionnelle, le nombre des zéros de f(æ)— a de module inférieur ar 
croît plus vite que logr. 


O(n LS py 1 
valeurs de ALES Donc, augmente indéfiniment avec —- 


15. Soit maintenant f(a) une fonction holomorphe quelconque 
dont le point zéro est un point essentiel isolé : la fonction 


air 


o( 2) = emi) 


dépasse pas p, on aurait nécessairement pour x > no, 


8(n) > (n— no) p 
8 (n) 0 
| ewes (:—*8) p 


8 (x) 
n 


ou 


et la plus petite limite de 


serait au moins égale à p. 


ee à #1 ee na, 0 à tés à 
\ : ob D | 


i 
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est une fonction ayant les mémes propriétés et possédant en 
outre la valeur exceptionnelle zéro et la période 4. Les racines de 
l'équation 


correspondent à des valeurs de f(x) qui sont de la forme a+ nh, 
n étant un entier positif, négatif ou nul, et réciproquement toutes les 


valeurs de f(x) qui sont de cette forme donnent à (x) une même 
valeur A. D’ot le théorème : 


Désignons par )(r) le nombre total des racines des équations 


f(x)=a+nh 


dont le module est inférieur à r : (r) croit plus vite que log =. 


16. Les procédés de raisonnement que nous venons d'employer dans 
le cas d’un seul point singulier peuvent être utilisés pour certains 
ensembles discontinus de points singuliers; ce sont les ensembles 
discontinus (e) qui possèdent la propriété suivante : on peut entourer 
chaque point P d’un tel ensemble (e) d’une suite infinie d’anneaux 
de forme quelconque, ne contenant aucun point de l’ensemble, sem- 
blables entre eux et de dimensions décroissant jusqu’à zéro. Il en 
résulte que l’on peut entourer chaque point de P de (e) d’une courbe 
fermée sur laquelle ne se trouve aucun point de l’ensemble et dont la 
longueur est aussi petite que l’on veut; il suffit de tracer dans l’un des 
anneaux une courbe de longueur finie et de considérer les courbes sem- 
blables dans les autres anneaux dont les dimensions sontde plus en plus 
petites. Un tel ensemble (e) appartient à la famille des ensembles que 
M. Painlevé a appelés linéaires et au sujet desquels il a démontré le 
théorème suivant : 


Si une fonction uniforme admet comme points singuliers les points 
d'un ensemble parfait discontinu linéaire, chacun des points de cel 
ensemble est un point d'indétermination complète (*). 


(1) PAINLEVÉ, Lecons de Stockholm; voir aussi Zorett1, Leçons sur le prolongement 
analytique, p. 79. 
£ : 9 
Ann, Le. Norm., (3), XXXII. — Aout 1910. 35 


258 P. MONTEL. 


Nous pouvons répéter autour de chaque point P de (e) le raisonne- 
ment que nous avons fait autour d’un point essentiel isolé et nous en 
conclurons que la fonction f(a) ne peut avoir, autour de chaque 
point P, qu’une valeur exceptionnelle et, de même que pour un point 
isolé, nous n’avons pas utilisé le théorème de Weierstrass, nous n’au- 
rons pas besoin ici de nous servir du théorème de M. Painlevé. 

Voici deux exemples de tels ensembles : considérons le segment 
(o, t) et construisons l’ensemble parfait discontinu de la manière 
suivante : nous enlevons du segment unité un segment u, de lon- 


I QE « ° . 
gueur ; dontle milieu coincide avec celui du segment (o, 1), enlevons 
. I “1° 
ensuite deux segments u, de longueur commune et dont les milieux 
coincident respectivement avec ceux des deux segments restant aprés _ 
la première opération; on enlève ensuite quatre segments w, de lon- 


I ; en EN 
gueur 3; etc.; l’ensemble des points non intérieurs aux segments 


découpés est un ensemble parfait discontinu de mesure superficielle 
nulle. Soit P ( fig. 1) un point de l’ensemble, il est situé entre deux 


Fig. 1. 


segments uw, et u;,, appelés AB et CD sur la figure. Tracons le cercle 
de diamétre BC et le cercle concentrique passant par A; nous formons 
ainsi un anneau entourant P, ne contenant aucun point de l’ensemble 


ow à 


eS es a) oe 
= TS 


= ie. Se ee 
\ ‘ ‘ 
‘ ; ; AN HAN 

À 

\ A 
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et le rapport des rayons des cercles limitant l'anneau est 3; il est donc 
indépendant de & et tous les anneaux ainsi construits sont sem- 
blables ('). 

Donnons maintenant un exemple d’ensemble (e) dont les points ne 
sont plus situés sur une droite : soit æ —Ë + in et considérons sur 
l’axe OË l’ensemble (e,) précédent et sur l’axe On l’ensemble obtenu 
en faisant tourner de 90° autour de O les points de (e,) : nous appel- 
lerons w, et u, les segments égaux correspondants. L'ensemble (e) 
formé par les points P du plan dont la projection sur OË est un point Q 
de l’ensemble (e,) et la projection sur On est un point R de l’en- 
semble (e,) est un ensemble parfait discontinu de mesure superficielle 
nulle. Soient (fig. 2) u, et u,,, deux segments AB et CD qui com- 


Fig. 2. 


prennent Q et A’B’, C’D’ les segments w, et u,,, correspondants qui 
comprennent R. Soit D, un point de CD tel que CD = AB et D’, un 
point de C’D’ tel que C’D’= A’B’; les parallèles à O menées par A, B, 
CG, D, et les parallèles à O menées par A’, B’, C’, D’ déterminent un 
cadre rectangulaire qui entoure P. Le rapport des longueurs des côtés 
extérieurs et intérieurs du cadre est égal à 3 : il est indépendant de # 
et tous ces cadres sont semblables. La proposition s'applique donc à 
un tel ensemble. 

a ee 


(1) Ces anneaux ne sont pas concentriques, mais cela ne modifie en rien le procédé de 
démonstration, 
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Je ne sais pas si le théorème est vrai pour tous les ensembles ponc- 
tuels; pour un ensemble non ponctuel, les points singuliers ne sont 
plus nécessairement des points d’indétermination complète (‘). 

Le problème se pose dans ce cas de savoir quelles sont les valeurs 
du domaine d’indétermination qui peuvent être exceptionnelles pour la 
fonction. 


17. Examinons maintenant le cas d’un secteur AOB, dans lequel 
une fonction f(a) est holomorphe, sauf au point O, et rappelons 
d'abord les résultats obtenus par M. Lindelôf et ceux que j’ai obtenus 
précédemment relativement à l’ensemble des ‘valeurs limites de f(x) 
lorsque x tend vers zéro en restant à l’intérieur du secteur. 

Supposons que x tende vers zéro en suivant le rayon OL, si l’une 
des valeurs limites de la fonction f(a) qui ne prend dans le secteur 
ni la valeur o ni la valeur 1 est égale à 0,1 ou o, il en sera de même 
sur tout autre rayon situé à l’intérieur du secteur AOB. Si, sur le 


I I 
rayon OL, les valeurs de f(x) ou de —— ou de eae 7) ont leurs 


f(x) 
modules bornés, il en sera de même pour tout autre rayon OL’ (?). 
Enfin, si sur OL, f(a) a une limite unique «, f(x) tend uniformément 
vers cette limite dans tout secteur A’OB’, complètement intérieur 
à AOB (*). 
Voici maintenant quelques propositions nouvelles : traçons l’are de 
cercle C_,, dont on peut supposer le rayon égal à 2, puis les arcs de 


cercles 
ESS RS GE ota se 


5 on 1 a, . 
concentriques et de rayons 1,2» -+-» =» -- et considérons (fig. 3) 


(1) M. Denjoy a construit une fonction f(x) telle que chacun des points d'un ensemble 
disconlinu semi-linéaire est un point singulier de la fonction dont le domaine d’indéter- 
mination est formé par un anneau circulaire [Sur les fonctions analytiques uniformes à 
singularités discontinues (C. R. Acad. Sc., 1. CXLIX, 1909, p. 258)]. 

(2) LinpeLér, Mémoire sur certaines inégalités dans la théorie des fonctions mono- 
gènes et sur quelques propriétés nouvelles de ces fonctions dans le voisinage d’un point 
singulier essentiel ( Acta Societatis Scientiarum Fennicæ, 1. XXXV, n° 7, 1908). 

(3) Sur les familles de fonctions, etc., p. 517. 


Me sie eT ee tt Er bee SSL sé SSD Es Dé SS 
* | “ A 5 ie. | 
à A Al = 
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les secteurs T, limités par les droites OA, OB et les arcs C,_, Crane); 
ces secteurs sont homothétiques de l’un d’entre eux C_,C, par exemple, 


le rapport d'homothétie étant — Soit 


ful) =f (3). 


La fonction f,(a) prend, dans le secteur annulaire T,, les mêmes 
valeurs que la fonction fax) dans le secteur annulaire F,. La famille 


des fonctions f,(æ) est normale dans le domaine D limité par les 
arcs C, et C, d’une part et, d’autre part, par les rayons OA’ et OB’ » 
intérieurs au secteur AOB et aussi voisins que l’on veut des rayons 
limites OA et OB. 

Supposons que, sur OL, l’ensemble des valeurs limites de f(x) soit 
dénombrable et désignons par a;(t =1, 2,..., 2, ...) toutes les valeurs 
limites : soit æ, un point D situé sur OL, formons la suite des 
nombres 


So(%o); S1(%o), alto), +++) Fn(Zo)y +++, 


c’est-à-dire la suite 


jon 2) AB) 18) 
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On sait extraire de cette suite une suite nouvelle ayant une limite «y; 
soit | 


Ai), Pt), sey te) hais 


cette suite qui, en 2, converge vers &; puisque les fonctions appar- 
tiennent à une famille normale, on peut extraire de cette dernière suite 
de fonctions, une suite nouvelle 


Su (2), f(x), ..., Ju, (æ), Sac) 


qui converge uniformément vers une fonction limite F(a) telle que 
F(a,) = a. Soit PQ, la portion du rayon Ox,L contenue dans D; les 
valeurs de F(a) sur PQ ne sont autres que certains des «,; or F(x) 
est analytique sur PQ, cette fonction ne peut avoir sur PQ une infinité 
dénombrable de valeurs distinctes seulement sans se réduire à une 
constante qui est nécessairement «,. On voit donc que sur tout 
rayon OL’ contenu dans l’angle A’OB’, l’une des valeurs limites de la 
fonction est a,. D'ailleurs sur OL’, il ne peut y avoir une autre limite 8 
différente des «;, car on démontrerait de la même manière, en opérant 
sur $ comme on l’a fait sur «;, que l’on peut trouver une suite 


Sv, (2), f(x), ® 2,419 Ay, (2), HCHCE | 


convergeant vers une fonction analytique F,(æ) qui, n’ayant sur PQ 
qu'une suite dénombrable de valeurs, se réduirait à la constante 8. 
Alors 6 serait l’un des «;. Donc : | 


St dans un secteur AOB, la fonction holomorphe f(x) ne prend ni la 
valeur o ni la valeur 1 et si, sur un rayon OL, l’ensemble des valeurs 
limites de f(x) est dénombrable, sur tout rayon OL’ intérieur au secteur, 
l’ensemble des valeurs limites est le même. 


Supposons en particulier que la fonction f(a) ait sur le rayon OL 
une limite unique ¢, il en sera de même pour tout rayon OL’: d’ailleurs, 
les fonctions /,(æ) convergeant toutes vers « dans D, leur convergence 
est uniforme dans D, c’est-à-dire que f(x) converge uniformément 
vers « dans le secteur A’OB’; c’est la proposition que j'ai démontrée 
dans le Mémoire cité, 
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18. Admettons maintenant que, sur le rayon OL, aucune des valeurs 
limites ne soit égale à zéro, ou à un, ou à l'infini. On peut toujours 
supposer FLE l'on est ne ce dernier cas en remplaçant, au besoin, 


f(z) par — Le QU par a =e z) alors, les fonctions f(a) sont bornées 
en x, et par seein dans D; donc, la fonction f(a) est bornée 
dans le secteur A’OB’. 

Les fonctions f,(x) forment une famille également continue; étant 
donné €, on peut trouver un nombre 6, tel que, pour deux points æ 
et x de D dont la distance ne dépasse pas à, le module de la diffé- 
rence f,(x) — f,(x') ne dépasse pas € quel que soit x. Voici quelques 
conséquences de cette propriété : 

1° Les valeurs limites de f(x) lorsque x tend vers zéro en restant inte- 
rieur au secteur A'OB' sont les mêmes que les valeurs limites de f,(x,), 
lorsque, x, étant un point fixe de D, n croît indéfiniment. 


Soient a,, @,,..., y, .. une suite infinie de points de A’OB’ tels 
quedlimr;=—0oetquelin/(r,)=«etsoient(z, )°,(æ)%.,(æ)!, 
les points correspondants de D[(x,) = 2”x,], ces derniers points ont 
dans D au moins un point limite æ,, soit 


Ts 


une suite formée avec des (æ,)° qui a pour limite unique x,. Ona 


Le IC ES à: 


Prenons n assez grand pour que 


| fn La} — a] < €, 


et pour que 
: [to — (2, )°1<9, 


on aura alors 
L fak( am)? — Sn( 20) |< €, 
| Fue) a a | < 26, 


lim fp (20) = &. 


n—=e 


er D 
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Réciproquement, si « est une limite des valeurs /(æ,), % est la 


limite pour x infini des valeurs (2). En d’autres termes, les valeurs 
limites de f(a’) sont les mêmes que les valeurs limites des suites / (=) 
où æ est un point fixe quelconque de D. On démontrerait de même que 
l’ensemble des valeurs limites de /(x) sur OL coincide avec l’ensemble 
des limites de /,(x,) sur PQ. 


2° Soit Q, le domaine d’indétermination formé par les valeurs limites 
de f(x) sur OL, ce domaine varie d’une manière continue avec la demi- 
droite OL. 


Précisons le sens de cet énoncé : donnons-nous un nombre € positif 
et arbitrairement petit, je dis que l’on peut trouver un nombre 9 tel 
que si OL’ est une demi-droite faisant avec OL un angle inférieur à 9, 
à chaque valeur du domaine Q, correspond au moins une valeur du 
domaine Q,, telle que le module de leur différence ne dépasse pas «. 
On peut encore dire : tracons, dans le plan des X = f(x), un cercle de 
rayon € autour de chaque point de Q, pris comme centre et soit Q; 
l’ensemble formé par les points intérieurs à l’un au moins de ces 
cercles; l’ensemble Q contient l’ensemble Q,.. 

Portons sur le cercle Cy, de part et d’autre du point P où cet arc 
rencontre OL, des arcs PP, et PP, dont la corde est égale au nombre 6 


introduit plus haut : je dis que l’on peut prendre POP, = POP, = 9. 
Soit, en effet, x, un point du rayon OL’ contenu dans D et dans 


ZE 
langle P,OP, ; il suffit d'étudier l’ensemble des valeurs limites des 
nombres /,(æx,), ensemble qui coincide avec Q,.. 
Appelons x, le point de OL qui a le même module que x, ona 


Im — «, |< PP, < 96; 
done 
| | Sn( 20) — fn( 2%) | AE, 


Par conséquent, à chaque valeur limite des /,(x,) correspond une 
valeur limite des f,(x,) qui en diffère, en module, de moins de &. 
Traçons une courbe S passant en O et contenue tout entière dans 
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, eee . 
l'angle P,OP, et soit Q, l’ensemble des valeurs limites de tx) 
lorsque x tend vers zéro en restant sur S : Q, est contenu dans Q£. En 


. . . . ee 
effet, les valeurs limites de f(a) dans l’intérieur de P,OP, sont les 
mêmes que les valeurs limites de f,(2,) pour un point x, de D situé 


Ze Some 
dans P,OP, et ces valeurs limites font toutes partie de l’en- 
semble Q:. 


Supposons en particulier que la courbe S soit tangente en O à OL, 


| alors Q, appartient à Q; quel.que soit € : donc Q, coincide avec Q,; en 


> 
d’autres termes, pour deux courbes tangentes en O, l’ensemble des 
valeurs limites est le même. C’est un théorème dt à M. Lindelôf. 


3° Sotentr,, Po, +++) ln, +++, les modules, rangés par ordre de grandeur 
non croissante, des racines de l'équation f(x) =a, contenues dans le 
secteur A' OB’: la série 


Ta Tate ee nb 


est convergente à moins que, sur tout rayon OL, a ne soit une des valeurs 


limites de f(x) ("). 


En effet, les racines de l’équation /(a) = a contenues dans le sec- 
teur annulaire D, limité par OA’, OB’ et les cercles C,, C,,., corres- 
pondent aux racines de f,(#) =a contenues dans D. Or, le nombre 
de ces racines, chacune d’elles étant comptée autant de fois qu'il y a 
d’unités dans son ordre de multiplicité, est inférieur à un entier fixe p 
indépendant de n, comme on l’a vu au n° 5, car aucune des fonctions 
limites n’est égale à la constante a par hypothèse: donc la somme des 


modules des racines de f(x) = a contenues dans D, ne dépasse pas _ 


Soit m un entier quelconque et g le quotient entier par exces de m 
par p; on apgq > met, si l’on désigne par S,, la somme des m premiers 


(1) On suppose que, si plusieurs racines ont le même module, ce nombre figure dans la 
série autant de fois qu’il y a de racines ayant ce module. De même, si une racine est 
multiple, elle doit être considérée comme équivalente à plusieurs racines de même 
module. 

Ann. Ec. Norm., (3), XXXII, — Serrempre 1916. 34 
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termes de la série des modules, on a 


Sn < Spy <p + E+...+ E op. 


La série est donc convergente. 


CHAPITRE III. 


LES FAMILLES NORMALES DE POLYNOMES D'ORDRE FINI. 


19. Considérons la famille des polynomes P(æ) possédant les pro- 
priétés suivantes : 
1° Ona 
P(o) 1; 
2° Sia@,, 2, ..., %, sont les racines du polynome P et p,, 62, ..., 6, 
leurs modules, la somme — + = eet =, reste inférieure à un nombre 
2 2 n 


fixe S : 


I I I 
—+—+...4—<5. 
Pi P2 Pn 


Je dis que les polynomes P forment une famille normale et bornée. 


On a, en effet, | 
P(#)=(1-=) (:—=)...(1— =), 


et si|a| =r, comme 
n 
4 — 
id I — ePi 
| a; | <e™, 


re 
D 


LT 
CT ee Per 
La famille des polynomes P(#) est normale et bornée dans tout 
domaine fini : de toute suite infinie de ces fonctions P on peut extraire 
une suite nouvelle P,, P,, ..., P,, ... (on peut toujours supposer P, de 


‘ 
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degré n) convergeant dans un cercle C donné vers une fonction 
limite f(x); d’ailleurs, puisque les polynomes sont bornés dans tout 
domaine fini, il résulte d’un théorème classique de Stieltjès, que la 
série converge uniformément dans toute région finie du plan : f(x) 
est une ne entière. 

Je dis que cette fonction entière est de la forme e*”.G(a), où A est 
une constante et G(a) un produit canonique de genre nul. 

Solent €n Gilet a, @,,..., 4,,.-. lesracines de f(a) etr,,r2,..., 
rp, -.. leurs modules. Prenons un nombre fixe p de ces racines et 
traçons un cercle C contenant ces p racines et celles-la seulement; la 
suite P,(æ) converge uniformément dans C; il en résulte que, si 7 est 
assez grand, chaque polynome P,(æx) a une racine et une seule dans le 
voisinage des a,, &,, ..., a,; donc la somme 


—+...+— 
Ta LS 
est la limite par infini, de 
I I 
pi” de a ree 
en désignant par p”, p®, ..., p® les modules des racines a, a)”, ..., 


«” du polynome P,(x); on en déduit que 


Does, 
na Tp 


, RL 
: — est convergente. 
quel que soit p: donc la série 7, est converg 


Soit 
are ('-£)(E)~(-2)» 


le produit canonique correspondant, formons 


n= a 


p(x) =e" G(x) =[] (: an =) ef, 


n=1 
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AE Fars I J 
S, désignant la somme de la série convergente —> et soit 
n 


TTC ay el eae 10) 


+ | 


Je me propose de démontrer que w,(x) converge uniformément 
vers o(æ) dans toute région finie du plan. Supposons que x reste a 
l’intérieur d’un cercle de rayon r : on peut choisir z assez grand pour 
que l’on ait 7;>r > 2r; il suffit de prendre z supérieur au nombre 2, 
des racines de o(x) de module non supérieur à 7’ et de supposer n 
assez grand pour que P,(æx) ait une racine et une seule dans le voisi- 
nage de chacun des zéros, a,, dy, .--, 4. 

On sait que si[u| <1,on a 


yl 
[(1— u)e*| <el—I"I, &* 
. io y 

et, si |u| <=, il en résulte 

[Guerre sur 

. Tr Ir Ss 
donc, puisque 5 <sst>n, 
L 
: 


x 
mee x eu" 
al”) 


972 


< ey 


pour 7 assez grand et 


i=n 
272 


+ 1 
== 273 + Cam t+ Tate 
x (n) Esa (aya + 7m) y Un) à ( | 26 
Il (: = =) ele LP (CEA) (CE COS leer. 
\ z 


= 


On peut prendre r’ assez grand pour que le second membre soit 
aussi voisin de 1 que l’on veut, égal par exemple à bane £,(—1<00’<1), 
On aura de méme 
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or, 

on(z) =[] Il TL ores 
5 a a A 

o(z)=]] Il =|] (x)(1+6"e). 


Pi Bt ry ab i=3 


Or, dans les derniers membres, II,(a) a pour limite II(a) puisque 
les «;" ont respectivement pour limites les a;; on a donc, pour nr assez 
grand, 


i=Ny i=N 


Ws ( + Ole) 
LH =T]@) + 9) =0@) sas: 


eit} 1 
donc 


REA (1+ 0'e) (1 + 0"e) 
Pn(z) = o(x) ang PT IN 


et o,(æ) a pour limite o(x). D'ailleurs of” a une limite 5, puisque 
[ze Sn 
Done 
J(#) =lim P,(#)=lim eos ©, (@) = er lim 9, (2) 


er Aa (ae ie ees (2), 


On déduit aisément de ce qui précède que les polynomes P(x) qui : 
satisfont seulement à la seconde condition forment une famille nor- 
male. On peut d’ailleurs remplacer ces polynomes par des fonctions 
entières de la forme e***®.G(x) satisfaisant à la condition que la somme 


de la série = soit inférieure à un nombre fixe S. 
‘ n 


21. Considérons à présent la famille des polynomes P(#) possédant 
les deux propriétés suivantes : 


a  — —  ————————— —…—…—" ’—————.—"—"—"’”"’—’_ —’ …—’…. —"—"…"—"”"’"—"—"…"…"’"”——….  — ’" 


(1) En effet, si l’on avait deux limites différentes x et 8, on en déduirait, puisque 


= ex P, (2); | 
pn(x) =e (2) eux — eBx (a= 8), 


car la limite de P,,(a) n’est pas identiquement zéro. 


Sir Tae oe os a ree . YA 
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P(6) = 
2° Ona, quel que soit le polynome P (x), l'inégalité 


1 I Ss 
dans laquelle p et S sont des constantes. Ici, les polynomes P(a) ne 
formeront pas une famille normale et bornée, nous allons voir qu'il est 
nécessaire pour qu’il en soit ainsi d’introduire une troisième condi- 
tion. Soit p le plus grand entier inférieur à p 


= Pp. le 
Formons les fonctions 
Le RAR FE PL 
pue nie ow par 
t 5 
e—t 
a i=F 
I xP [ 
d a; P a} 


On a, lorsque |u| <1, l’inégalité 


un 


Fr a P< etui, 


pour une valeur convenable de & et quel que soit uw ('). Par 
; conséquent : 


2p A 
Z\ &; P pe 
I— — je Li <= fi 
ai 
et 
Ur x 2 xP 1 1 
— + kr? ( — 4+ — + +z) 
T CRETE pt 
je pe 1 2 Ph kSr° 
1 e i e 7 
i | ( =) < <e 
t= 
done 


Io(x)|< et, 


H étant une constante fixe, quelle que soit la fonction 
Voyons maintenant dans quelles conditions les polynomes P(æ) 


(*) Voir par exemple E. Bonet, Lecons sur les fonctions méromorphes, p. 51. 


\ 


— this ut : BR LEA 
vd 


éd dau er ee 
‘ * 14 4 \ 4 
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formeront une famille normale et bornée. On a 
P(x) = p(æ)ed), 


les fonctions 9 (x) formant une famille normale, il faut et il suffit que 
les polynomes Q (a) qui sont tous de degré p, forment une famille nor- 
male et bornée; pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que leurs 
coefficients soient bornés; or ces coefficients sont, à des facteurs 
numériques près, les sommes des puissances 1, 2, ..., p des invérses 
des racines des équations 


1H Ce + Cg 27 +... + ct =P(xz) = 0. 


Ce sont des polynomes en c,, &:, ..., c, : ils seront bornés si ces 
nombres sont bornés. On doit donc supposer que ces p premiers coef- 
ficients soient bornés ou encore que les polynomes P(x) soient bornés 
dans un cercle aussi petit que l’on veut de centre d’origine. Donc : 


St une famille de polynomes P(a) possède les propriétés suivantes : 
IOP CO )—= 1: | 


2° ee Let op 
FIST RSS 
3° Les valeurs de P’(o), P’(o), ..., P'?(0) sont bornées (p <p£p +1). 
Cette famille est normale et bornée dans toute région finie du plan. 
Nous dirons que c'est une famille normale de polynomes d’ordre p. 


22. De toute suite infinie de polynomes P (x), on peut extraire une 


suite nouvelle | 
Pi(æ), P, (x), os 8 P;(æ), Sc (*) 


convergeant uniformément vers une fonction limite f(æ): je dis 
que f (x) est une fonction entiere de genre p au plus. 
Il va nous suffire de reprendre la démonstration donnée pour p —1. 


(1) On peut toujours supposer que les nombres z sont des entiers croissants et que Pn (x) 
est exactement de degré 7; il suffit d'éliminer certains polynomes de la suite qui ne 
comprend évidemment qu'un nombre fini de polynomes dont le degré est inférieur à un 
entier fixe, sinon la limite serait un polynome. 
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Supposons d’abord p <p + 1. La fonction f(æ) a un certain nombre 
de zéros 
. As Ag, +. Any +.) 


qui sont aussi les zéros de la fonction limite de la suite 


91(2), 92(2x), sory nl); 


Les racines de f(a) sont telles que la série D. a soit convergente ; 


la démonstration est la même que dans le cas dep = 1. 
Or 


On(x) =P, (x) edn) ; 


les Q, ont pour limite un polynome Q (x) de degré p, et 
| f(x) = lim 9, (x) eX), 


Il suffit donc de démontrer que lim¢,(a) est une fonction entière de 
genre p. C’est évidemment une fonction entière, puisque les 2, con- 
vergent uniformément dans toute région finie du plan. 

Posons 


i= F re aP 


oe)=[] (1-2) Tr 
a; x 


i=1 
Je vais démontrer que 


lim Pn (2) On) 


Prenons un cercle C de centre origine et de rayon r; dans le cerele 
concentrique de rayon 7’ >2r, la fonction 9(@) a un nombre de 
zéros égal à n,, il en est par conséquent de même des fonctions 9,(a) 
pour À assez grand. 

Donc 

Rie Tse Oe ek) aq ip pce Stn 
si 
b= hie 
rue D 


; u oe ul 
{a a gach Rte alu tt 
(2 LE 2 7 
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et par suite 


i=n x x? ar 1 1 
‘ — + 7 Ot ee + —————— gpPptt 
Oe a) CH At p (a\") yp É Gr ide 7) 
I — any Cae t t < e Ot n 
my 
t=ny+1 


appr 1 1 
re aE the | 
e n0+1 Pa, 


done 
i=n a = a? a rP asrPrt 
T (n) \nN3 0 0 (n) yp p+i—9 
x: 2.0% 1 ( OS / ¥ 
[I A myer GE) pla) <¢ 
. \ ad: 
i=np+i 
et 
a Pearse + a 
Il (:-=) hax NE 
a; 
t=n+1 


On peut prendre 7’ assez grand pour que le second membre de 
chaque inégalité diffère de 1 de moins de €, € étant choisi à l’avance; 
on aura alors 

n(æ) = II, (x) (1+ 0e) (—1< 6’ <+1), 
p(z)= I(x) (1+ 6"e) (—1< #"<+1), 


en posant 
i= ny x x? EE x a? 
II LA aT aap pay 
E(2)= Les PD) C ’ 
L 
1—A1 
27) AMEN eek: 
I [ T aj 2 a? La 
IL (x) = (2) a JS 
a; 
teat 


Or les nombres a”, ..., a ont pour limites a,, a2, ..., a,,; on 


peut donc prendre 7 assez grand pour que 
Il, (v7) = M(x) (1+ 8") (= LH 1); 


on aura alors 
(1+ Ge) (1+ 68) 


Dn(æ) = 9(2) [+ Ole 
pour » assez grand. La proposition est établie. 
Dans le cas de p—p+1, on raisonnera exactement comme 
Ann, Ec. Norm., (3), XXXII. — SEPTEMBRE 1916. 35 
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pour e —1; on prendra 


; i= ue apt : 
o(#)=J]J (1-2) ae (p+ijar® 
i 
i=4 
et 
i=n œ x3 res 


—— + +t... + SS 

| i La (7)  2(atm) (p+1)(alm))P*? 

Pa(æ)= (1 =) en ( É ) . ( x ) ’ 
i 


i=1 


et l’on démontrera dé la même manière que 9, (x) a pour limite 9(x). 
Par conséquent la suite des polynomes P (a) aura pour limite 


I (2%) = 9( a) e), 
si les polynomes Q,(x) ont une limite Q(æ); or, les polynomes Q, (2) 
sont ici de degré p+1, mais le coefficient de 2?*' qui est 
I I . ds 
par are ++ pi] 


est borné par hypothése, donc les coefficients de ces polynomes sont 
tous bornés ('). Remarquons maintenant que 9(x) peut s’écrire 


Fer 
+1 la art? 

giajze =" G(s), 

ou G(x) est le produit canonique de genre p 


i=o 


G(2)= =[I(:- 2)“ CET ta 


i=1 


produit qui est convergent, car la série 3. PAL l’est ; le coefficient 


de x?*' dans l’exponentielle est la somme S’ de la série convergente 


rola apt” 


(1) On démiontré comme à la page 269, en note, que la limite Q(a) est unique. 


(Or 


ee ee ER: Pr De D 2 
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Donc 
f(x) = @S'x?t— gin) G(x) = ex) G(x), 


Q, désignant un polynome de degré p + 1. La fonction f(a) est de 
genre p+r et son produit canonique de genre p. On peut dire 
aussi que f(x) est égale au produit par e“*”” d’une fonction entière 
de genre p. 


Done: la fonction limite d’une suite convergente de polynomes d’ordre p 
est une fonction entière dont le genre est E (p}, plus grand entier contenu 
dans p; st p est un entier, le produit canonique qui entre dans la fonction 
entière est de genre p — 1 ('). 


23. Nous avons vu que, dans une famille normale de polynomes P(x) 
d'ordre o, chaque polynome P (2) vérifiait l'inégalité 


| Pra) | < gure 


H étant une constante indépendante du polynome. 
Réciproquement considérons une famille de polynomes P (2) véri- 
fiant les conditions suivantes : 


Tua Go) = ts ‘ 
2° Ona, pour |x|Sr, 

[P(x)| < el’, 
Je dis que les sommes 


J I t 
Sa 
sont bornées pour une valeur quelconque fixe de e. Les polynomes P(x) 
étant bornés dans un cercle de rayon r, le nombre des racines con- 
tenues dans ce cercle est borné pour tous ces polynomes : la limite 


supérieure nous sera fournie par le théorème de M. Schou appliqué 


(1) Cette proposition a été démontrée par M. Lindwart dans sa Thèse : Ueber eine 


Methode von Laguerre zur Bestimmung des Geschlechts einer ganzen Funktion (Inaug. 


Dissertation, Géttingen, 1914) par une méthode différente reposant sur une idée de Laguerre. 
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“= 


aux polynomes. Soit 


ne) (-2)-(- 2-5) (22) 


Désignons par «,, «,, ..., #, les racines contenues dans le cercle de 


rayon r, et soit 
Q(2) = (a,— 2) (%— @)...(a,— x). 


P a ’ LA) 
oo est une fonction réguliere dans le cercle de rayon 37 et sa valeur 
pour «=o est inférieure en module à la valeur maximum de son 


module sur le cercle de rayon 3r. On a sur ce cercle 


[Q(z)|Z2%r4, | P(x) | Selb, 
donc 
P(o) I _ glistre 
Q(0)| pipe... px * 2* rk’ 
et comme 
I > I 
=D. 
P1P2-. Pi rk 
il vient 
ak < elistr? | 
d’où 
H 3° 
ks Vie are. 
loga 


Soit alors x; une racine du polynome P (x), les modules Pro fs PDT 
des racines étant rangés par ordre de grandeur non décroissante et 
chaque racine répétée autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre 
de multiplicité ; si l'on prend r = p,, on aura 


isk, 
done 
1 gs 
i£ hp? met fl : ) d 
= Pr, pi a > por i » 
| ; p+e!n 
pee Pope hinges se 4? > 2S 8(6), 
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© 4 


in 


SE TU à À 
car la somme > 72 est inférieure à la somme S(e) de la série 
10 


io 


i=1t 
petit que soit € : nous does encore que ce sont des polynomes d’ordre p. 


Remarque I. — On peut supposer que l’inégalité vérifiée par P(æ) 
n'ait lieu que pour des valeurs de r supérieures a7,. Dans le cercle 
de rayon r,, les polynomes sont bornés, donc le nombre de leurs 
racines ne dépasse pas un nombre fixe n,; d'autre part ces polynomes 
prenant la valeur 1 a l’origine et formant une famille normale, le 
module de toutes les racines reste supéricur à un nombre fixe 9,. On 
a donc pour tout polynome de degré n 


(sinZn 3; sin< nj, lasomme est étendue az). 
D'autre part, on voit comme précédemment que 


ee Hit es (e), nit no), 


Ag+1 ti 


done 


I if 
pret pee te me <s(e) +5'(6) <8(6). 


Remarque II. — On peut remplacer l'inégalité initiale par la suivante: 
quel que soit ¢, on a, pour 7 supérieur à un nombre 7, (¢), le même 


pour tous les polynomes, . 
P(e) ex. 


> 2 . 2 , € 
Il suffit, dans la démonstration précédente, de remplacer p par p + = 
€ . ‘ ‘ ‘ - 5 
ete par = pour arriver à des conclusions identiques; mous dirons encore 


que les polynomes sont d'ordre p. 


24. Pour appliquer les résultats précédents aux fonctions entières 
de genre fini, je démontrerai le théorème suivant : 
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Pour qu une fonction entière soit d'ordre apparent p, it faut et il suffit 
qu’elle soit la limite d'une suite infinie de polynomes d'ordre p. 


La condition est suffisante, car si l’on a pour tous les polynomes de 


la suite 
| Pichet pour F > ryE), 


comme la convergence est uniforme dans un cercle fixe quelconque de 
rayonr>r,,ona 
Prey eer pour Ps P(t) 
Inversement, supposons que 
Fate et pour’ r>R(e). 


Soit 
S(B) HL EEA. ene oe... 


On sait que si M(7) est le maximum du module d’une fonction 
entière sur le cercle de rayon r et œ (r) le maximum dans le même 
cercle de la fonction 

1+|clxz+|elat+...+lelzt+..., 
ona(') 
(rr) <(r+1)M(r + 1), 
si M(r)Se”*™, on aura 


Mr) <(r treet! < ertt* 
pour r assez grand >7, (¢). Posons 
P,a(@) 1+ ¢,2 +... +¢,2"; 


la suite P,(x) converge vers f(x) dans tout domaine fini et l’on a, 
dans le cercle de rayon r >r,(e), 


Pale) | <[r+lerfa+...+ en |ar|<ert, 
Les polynomes P, (a) forment une famille normale d’ordre o. 


25. On déduit aisément de là un théorème fondamental de 
(1) Vow par exemple E. Born, Leçons sur les fonctions entières, p.64. | 
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M. Hadamard, relatif aux fonctions entiéres de genre fini (!): Supposons 
que l’on ait, pour une fonction entière f(a), l'inégalité 


Li Ce) dace er pour PM Ti(E), 


Cette fonction est alors la limite d’une suite normale de polynomes 
d'ordre p : il en résulte que c’est une fonction entière de genre E(e). 
D'ailleurs l’ordre réel dé la suite dés zéros de f(x) est aussi p, 
puisque la série 

I I 

FE Sid ase PES EI 

1 n 
est convergente quelque petit que soit €. Remarquons en outre que 
l’on peut prendre comme polynomes d’approximation les polynomes 
sections de la série entiére : 


Pp (a) = Pa cre. ae ee": 


26. Il serait aisé de déduire des considérations précédentes des ' 
inégalités relatives aux coefficients c, de la série f (x). 

Inversement,ces inégalités étantsupposées satisfaites, on en déduirait 
l’ordre apparent de f(x) et par suite son genre. La démonstration de 
ce dernier résultat qui est aussi due 4 M. Hadamard a été donnée 
directement par M. Lindwart en introduisant des polynomes d’ap- 
proximation de genre donné; on voit comment il est possible d’édifier 
une théorie des fonctions entières de genre fini, reposant sur l’emploi 
des suites de polynomes d’ordre donné. 

Je n’insiste pas sur les applications des propriétés de ces suites de 
polynomes à la démonstration des théorèmes de Laguerre sur les fonc- 
tions entiéres limites de suites de polynomes dont les racines sont 
réelles (7) et sur leurs généralisations (° ). 


(1) J. Hapamarp, Étude sur les propriétés des fonctions entières et en particulier 
d'une fonction considérée par Riemann (Journal de Mathématiques, 4° série, t. IX, 
1893, p: 171-215). 

(2) OEuvres de Laguerre, t. 1, 1898, p. 174-177. Paris, Gauthier-Villars. 

(3) Voir G: PoryA, Ueber Annäherung durch Polynome mit lauter reellen Wurzeln- 
(Circolo mat. di Palermo, t. XXXVI, 1913, p.279); Ueber Annäherung durch Polynome 
deren sämtlichen Wurzeln in einem Winkelraum fallen (Nachrichten von der Kgl. Ge- 


280 P. MONTEL. 


Je me bornerai à donner comme exemple une application aux 
polynomes sections d’une série entière. 
Soit 
P,(æ)=1+ar+...+ 0x", 


le polynome formé par les n + 1 premiers termes de la série 


TCU + Col +. + Cn, 2"+.. 


Les polynomes P,(æ) possèdent les propriétés 1° et 3° des familles 
normales d'ordre donné, puisque les premiers coefficients sont inva- 
riables; si donc, on a en outre la propriété 2° 


Siam By 

Rae pe 
on peut affirmer qu'ils forment une famille normale d’ordre p. Je 
dis que, dans ces conditions, la série converge dans tout le plan. 

Il suffit de montrer pour cela que, de toute suite infinie de poly- 
nomes P,(æ), on peut extraire une suite nouvelle convergeant dans 
chaque domaine fini toujours vers la même fonction f(x). Prenons 
un cercle C de centre origine, la série extraite converge vers une fonc- 
tion f(x), et ses dérivées pour x = 0, convergent vers celles de f(x) 
au même point; ce sont précisément les nombres c,, 2! cy, 3! cy, «. «5. 
nic,. Il en résulte que la fonction entière f(a) a pour développement 


I+ €) 2 + Cy 2? +-.. + ena" +... 


Donc la série converge dans tout le plan. 
Supposons par exemple que les polynomes P,(æ) aient toutes leurs 
racines réelles et positives, ona alors 


selschaft der Wissenschaften su Géttingen, 1913, p. 326. — E. Linpwarr et G. Potyi, 

Ueber einen Zusammenhang zwischen der Konvergenz von Polynomfolgen und der 
Ferteilung ihrer Wurzeln (Circolo mat., t. XXXVI, 1914, p. 297). Voir aussi le Mémoire 

déjà cité de M. Lindwart et une Note de M. Jontzsch : Sur l'extension d'un théorème de 

Laguerre (Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 1. CLVIII, 1914, p. 780). 


= 


Le oe a, N° ite Ld 
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done la série représente une fonction entiére de la forme COE Vs 
où G(a) est un produit canonique d’ordre zéro. 


Supposons encore que les polynomes P,(æ) aient leurs racines 
réelles et de signes quelconques, on a 


il if 
En Modes at seat 
Pi Os 


1 
er 20. 
Pr 


b 


Donc, la série représente une fonction entiére égale au produit 
par e*’ d’une fonction entière de genre tr. 

Ces deux derniers théorèmes, dus à M. Petrovitch(‘), se démontrent 
ainsi d’une façon très simple. Mais ce mode de démonstration conduit 
a une généralisation immédiate. I/ suffit de supposer qu'une infinité de 
polynomes sections P,(æx) de degrés indéfiniment croissants possédent les 
Propriétés énoncées pour que les résultats subsistent. 


CHAPITRE IV. 


LES FAMILLES NORMALES DE FONCTIONS MÉROMORPHES ET LEURS APPLICATIONS. ; 


97. Considérons une suite infinie de fonctions 
(1) TALONS NE CET C2 REC 


méromorphes dans un domaine simplement connexe D; nous dirons 
que cette suite converge en un point æ, de D, si les nombres f,(x,) 
ont une limite finie ou infinie lorsque y croît indéfiniment. 

Supposons que la suite converge en tout point de D et soit /(æ) la 
fonction limite. 


(1) Sur une classe de séries entières (Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 
t. CXLIII, 1906, p. 208); Sur certaines transcendantes entières ( Bulletin de la Société 
mathématique de France, t. XXXIV, 1906, p. 165); Une classe remarquable de séries 
entières (Atti del’IV* Congresso dei Matematici, Rome, 1908, t. Il, p. 36); Théorème sur 
les séries de Taylor (Comptes rendus del’ Académie des Sciences, t. XLVI, 1908, p. 272). 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — SEPTEMBRE 1916. 36 
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La convergence sera uniforme au point 2, intérieur à D, st l’on peut 
tracer un cercle C de centre æ, contenu tout entier dans D tel que, 
si /(æ,) est fini, la suite /,(æ) soit formée de fonctions holomorphes 


dans C et convergeant uniformément vers /(æ) dans ce cercle et 
T 


A(z) 
4 4 I 
dans C et convergeant uniformément vers Fiz) dans ce cercle. 


soit formée de fonctions holomorphes 


si f(a) est infinie, la suite 


En d’autres termes, étant donné le nombre positif e, il lui correspond 
un nombre entier p tel que pour v > =p, on ait, dans le cercle C, 


[f(æ) — Ale) | <8, 
si f(a,) est finie et 
I 


re 
Fa r@l< 


si /(x,) est infinie. Il résulte de cette définition que dans le cercle C 


la fonction /(æ) ou la fonction es est holomorphe; f(a) est done 


méromorphe dans C. Cette fonction peut d’ailleurs étre une constante 
finie ou infinie. 

Nous dirons que la suite (1) converge uniformément dans un 
domaine D,, intérieur 4 D, sila convergence est uniforme en tout point 
du domaine fermé D,. A chaque point x, de D, correspond un cercle C; 
-il résulte du théorème de Borel-Lebesgue que l’on peut recouvrir 
entièrement D, à l’aide d’un nombre fini de cercles C; dans chacun de 
ces cercles la fonction /(x) est méromorphe, elle est donc méromorphe 
dans D,. Nous n’excluons pas le cas où la fonction f(a) est une cons- 
tante finie ou infinie. 

Nous dirons enfin que la suite (1) converge uniformément dans le 
domaine ouvert D, si elle converge uniformément dans tout domaine D,, 
fermé et intérieur à D, ou ce qui revient au même, si la convergence 
est uniforme en tout point +, intérieur à D('). 


(1) MM. Carathéodory et Landau ont adopté une autre définition de la convergence 
uniforme des suites de fonctions méromorphes. Les deux définitions se ramènent aisément 
l'une a l’autre. [Voir .Beiträge zur Konvergens von Funktionenfolgen ( Sitzungsberichte 
der K. Preussischen Akademie der Wissenschaften, 1911, p. 604 )]. 
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28. Soit maintenant une famille (F) composée de fonctions FCB) 
méromorphes dans le domaine D : nous dirons que cette famille est 
normale si, de toute suite infinie formée avec les fonctions de la 
famille, on peut extraire une suite nouvelle convergeant uniformément 
dans le domaine ouvert D, vers une fonction limite. Cette fonction 
limite est une fonction méromorphe qui peut, dans certains cas, être 
une constante finie ou infinie. 


29. Voici des exemples de familles normales : les fonctions méro- 
morphes dans D et telles que les valeurs de X = f(x) ne recouvrent Jamais 
une portion V du plan des X forment une famille normale. Soit en 
effet a un point de la région exclue du plan des X, ona 


[f(#)—a]/>K, 


K étant une constante positive, quelle que soit la fonction considérée 
et la valeur de x dans D; les fonctions 


! 


(2) ARE ee error FE 


sont holomorphes dans D et leurs modules restent inférieurs à x 


Donc, de toute suite infinie (£) de fonctions g(a), on peut extraire 
une suite nouvelle 


&1(2), 82(2), CRUE) gt), 
ayant une fonction limite finie g(a). Considérons la suite (S) des 


fonctions f(x) correspondant à la suite (2) à l’aide de la relation (2) 
et extrayons de (S) la suite 


Ale) S2(2), sey f(æ), oy 
dans laquelle 
ful@)=a+ oo 


Si g(a’) n’est pas la constante o elle n’a, dans tout domaine intérieur 
à D, qu’un nombre fini de zéros; pour toute valeur æ,, distincte d’un 
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zéro de g(a), f,(x) converge uniformément vers 


I . , A 
our chaque zéro de g(x), ——— converge uniformément vers zéro, car 
P q 8) Fa) 8 


I oe, &y (2) ; 
fulz2) 1+ a@gy(Z) 


Enfin si g(x) est identiquement nulle, = converge uniformément 


vers zéro dans D et la suite /,(x) a pour limite la constante infinie. 
Dans tous les cas, la suite /,(x) converge uniformément vers une 
fonction limite. 


30. On peut substituer au continu superficiel F un continu linéaire 
quelconque; en d’autres termes, les fonctions f(x) méromorphes dans 
le domaine D dans lequel elles ne prennent aucune des valeurs d'un con- 
tinu linéaire quelconque TV forment une famille normale. 

On peut reprendre la démonstration précédente en substituant aux 
fonctions méromorphes f(x) les fonctions holomorphes 


a étant un point quelconque du continu F. Les fonctions g(a) ne 
prennent pas les valeurs d’un continu linéaire IY lié au premier par la 


transformation 
1 


poe: 


Nous savons que, dans ces conditions, les fonctions g(a) forment 
une famille normale : on en déduit, comme plus haut, qu’il en est 
de même des fonctions /(«). 


31. Les énoncés précédents ne sont que des cas particuliers de la 
proposition suivante : 


Les fonctions f(x) méromorphes dans le domaine D où elles ne 
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prennent jamais les valeurs distinctes a, b, c forment une famille nor- 
male. 


Cela résulte, ici encore, de ce que les fonctions holomorphes 


ie I 
AE 


qui admettent deux valeurs exceptionnelles — et —— forment 
une famille normale. 


32. Les familles de rang (m, n, p). — Nous allons maintenant nous 
occuper d’une famille normale de fonctions méromorphes plus géné- 
rale que les précédentes. Soient m, 7, p trois entiers positifs vérifiant 
l'inégalité 


I I 
—+—-+4+-—<1 
We It D 


et les fonctions /(a) méromorphes dans le domaine D, telles que 
toutes les racines de l’équation 


FERS Gj 


intérieures à D, aient leurs degrés de multiplicité divisible parm; que 
toutes les racines de l’équation 


f(æ)=b, 


intérieures à D, aient leurs degrés de multiplicité divisible par » ; que 
toutes les racines de l’équation 


f(æ)= c, 


intérieures à D, aient leurs degrés de multiplicité divisible par p. 
: Nous dirons que les racines de ces équations sont respectivement 


_ régulières par rapport aux entiers m,n, p; dans le cas contraire, les 


racines seront dites irrégulières. En particulier les fonctions f(x) ne 
prenant aucune des valeurs a, b, ou c appartiennent à la famille quels 
que soient les entiers 7», n, p. Il en est de même des fonctions iden- 
tiques à l’une des constantes a, b, ou c. Si toutes les racines sont 
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réguliéres dans le domaine D, nous dirons que la famille de fonctions 
est de rang (m, n, p). | 

Une telle famille est une famille normale ('). 


Substituons d’abord à la famille (F) des fonctions /(), la famille (G) 


des fonctions g(x) 
ee f(æ)—a c—a 
g(x)— Fla) Sal) ge TS 


Je dis que les deux familles (F) et (G) sont normales en méme temps. 

Cela revient à démontrer que deux familles de fonctions méro- 
morphes se déduisant l’üne de l’autre par une transformation homo- 
graphique sont normales en même temps. Supposons done que l’on ait 


g(x)= ARE (ad— By 0) (*). 


Il suffit de montrer que si une suite infinie 


Fikcety Saye iss gilts teas 


par exemple, converge uniformément vers une fonction /,(x), la suite 
correspondante 


Bi(@), gaz), «+5 gv(æ), 
dans laquelle 
. __æ f(x) +B 
COST COE M 


_Converge aussi uniformément. D'abord, si /,(æ) est égale à la cons- 
tante — . les fonctions 


1 __ yf\(x) +0 
gx) afi(z) +B 


convergent uniformément vers zéro; donc la suite g,(x) converge 
M > L ba. di + à 2 


(*) M: Landau et M. Carathéodory ont établi dans le Mémoire cité plus haut (p. 604) 
une proposition équivalente a celle-ci reposant sur un principe général relatif aux familles 
normales de fonctions analytiques (Voir Legons sur les séries de polynomes, p- 21). 

(2) On a ici 

| ab— By = —(a—b)(b—c)(¢~ a) 40. 


“ 


3 
4 
k 
4 
à 
+ 
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S 


uniformément vers l'infini. Si /,(x) n’est pas identique à — =, 
l'équation 


(3) for) =— 


1© 


a un nombre fini de racines dans tout domaine intérieur à D. Soit æ, 
un point de D distinct de ces racines, on peut tracer un cercle C de 
centre a, tout entier dans D et ne comprenant dans son intérieur 
aucune de ces racines; dans ces conditions, la suite g,(x) converge 
uniformément dans C, vers la fonction 


a fy (2) >a F4 6 
¥fo(%) +0 


&(r)= 

Soit maintenant æ, une racine de l’équation (3); on a nécessairement 
6. 
fo(xi) = oO? 


donc, dans un cercle de centre x,, les fonctions 


I =» Yh(z)+ù 
162) gr) +6 


convergent uniformément vers la fonction 


J z= it m)+ À 


So a fo (%) 4 8 


et la fonction g,(æ) limite de la suite g,(x) dans le cercle admet un 
pôle en æ,. 
Inversement, si la suite g,(æ) converge uniformément dans D, RCI 


est de même de la suite /,(æ). 


Nous sommes done ramenés à démontrer que la famille (G). des 
fonctions g(a) est une famille normale, les racines des équations 


§(@)=0, — g(#)=1,, Be) =o 


intérieures à D, ayant leurs degrés de multiplicité divisibles respecti- 
vement par 77, 7, p: 
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Prenons une suite infinie (=) de fonctions g(x). 
Il faut démontrer que, de cette suite, on peut extraire une suite 
nouvelle convergeant uniformément dans D. 


Soit donc 
gi(x), ele), nes gy (2), 


la suite (2). 


Considérons le plan de la variable complexe X et traçons dans ce 
plan les coupures rectilignes (— 2, 0) et (+1, +20) le long de l’axe 
des valeurs réelles. Considérons de méme le plan d’une autre variable 
complexe Z et le cercleT' de centre 0(Z=o) et de rayon unité; traçons 
le triangle curviligne OAB défini de la manière suivante : OA est une 
portion de l'axe des quantités réelles, OB un axe faisant avec le 


. , T : ‘ 
premier l’angie —. AB un arc de cercle orthogonal aT et faisant avec 


les segments AO et BO les angles © et =- De l’inégalité 
P ne 


résulte la possibilité de construire ce triangle. Prenons l’image du 
triangle OAB successivement par rapport à chacun de ses côtés et 
répétons la même construction pour les trois triangles obtenus ; con- 
tinuons indéfiniment cette opération; on sait qu’on arrivera ainsi 
à remplir complètement l’intérieur du cercle T qui sera pavé à l’aide 
d’une infinité de triangles dont les côtés sont des arcs de cercle (ou 
des droites) coupant Ta angle droit. Deux de ces triangles sont dits 
congruents entre eux et se TEE point par point par une 
transformation homographique effectuée sur la variable Z. 

Adjoignons au triangle OAB, le triangle OAB’ symétrique du premier 
par rapport à OA, le ÉLIRE OBAB' sera appelé quadrilatère fon- 
damental. 

Il existe une fonction de Schwarz 


L= w(X) 


effectuant la représentation conforme du plan des X muni de ses cou- 
pures sur le quadrilatère fondamental, de manière que le ‘point O 


\ 


“sé à bé 5h LU en 


+ 


+ 


ru han ob à nt ee ANT De, Ds Là ST le CF 
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corresponde à X = 0, le point Aa X =1 et les points B et B’ à X —+; 
les segments OB et OB’ correspondent aux deux bords supérieur et 
inférieur de la coupure (—+, 0) et les arcs AB et AB’ correspondent 
aux deux bords supérieur et inférieur de la coupure (+1, ++). Si le 
point X se déplace dans son plan d’une manière continue, en traversant 
les coupures, le point Z se déplace en passant d’un quadrilatère à un 
quadrilatère congruent sans jamais sortir du cercle T'; on a donc 


lo(X)|[£r. 


Les sommets d’un quadrilatère fondamental et leurs homologues 
dans les quadrilatères congruents sont les seuls points de I corres- 
pondant aux valeurs o,1, 0% de X. Ce sont des points critiques de w(X); 
le point O et ses homologues sont des points de ramification d’ordre m; 
le point A et ses homologues, des points de ramification d’ordre 7; le 
point B et ses homologues, des points de ramification d’ordre p. 

La fonction inverse de w(X) 


X = p(Z) 


est uniforme et méromorphe dans le cercle I et admet la circonférence 
de I’ comme coupure. Elle prend la même valeur en deux points homo- 
logues de deux quadrilatères congruents ('). 

Choisissons une valeur x, fixe dans l’intérieur de D et posons 


o(z)=o[s(2)] 


en prenant pour 9(2,) la valeur située dans le quadrilatère fonda- 
mientali( 7). 0) 

La fonction 9(a) est uniforme dans le domaine D; en effet g(x) est 
uniforme dans D et w(X) est uniforme en X pour toutes les valeurs de 
X distinctes de 0, 1, x. Lorsque g(a) prend l’une de ces valeurs, 
Zéro par exemple, ona, dans le voisinage de la valeur correspondante ax, 


(1) Pour l'étude de la fonction w(X) et de son inverse, on pourra consulter le 77atté 
d’ Analyse de M. E. Picard, t. Ill, p. 322 et suivantes. 
(2) Si g(æ) est situé sur une des coupures du plan des X, on fera, par exemple, la 
convention que ce point appartient au bord supérieur de la coupure. 
Ann. Ec, Norm., (3), XXXII. — SEPTEMBRE 1916. 07 
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de x, 
X= g(a) = (a — a)" | 00 + (a — aH) +...] (a 70), 


A étant un entier et d’autre part 
qe 
w(X)—o(0) = X°”[Bo+ BX +...]; 


on déduit de là que w[g(x)] est uniforme autour de æ,. Un raisonne- 
ment semblable s’appliquerait aux points pour lesquels g(a) est égale 
à l’unité ou à l'infini. 

On a d’ailleurs, quel que soit x dans D, 


lo(x)|<r. 
Considérons alors la suite 


O1(2), pal), te ian ce.) 


dans laquelle 
Ce) = of sy(2)]. 


Les fonctions 9,(a) sont bornées dans leur ensemble puisque 
|o,(a)|<1. On peut donc, de cette suite, extraire une suite nouvelle 
que nous appellerons encore 


(x), pe(æ), ..., (x), 


convergeant uniformément dans l’intérieur de D vers une fonction 
limite o(x). Ona |9(x)| <1 pour tout point x intérieur à D, car|9(æ)| 
ne peut être maximum dans l’intérieur de D et ne dépasse jamais 
l'unité. Soit 2, un point quelconque intérieur à D. 

Supposons d'abord que Z, = 9(x,) soit distinct d’un sommet d'un 
quadrilatère. j 

Soit à la plus courte distance du point Z, aux sommets des quadri- 
latères qui couvrent I’. Tragons, dans le plan des æ, un cercle C de 
centre x, et de rayon assez petit pour que 


le(æ)—Zl< 2 


ed Do de | 


*, 


L hoy 0e eS A =. 2 be 
dois D sels Trou nb 21 


7 


a 


= 
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et prenons v, assez grand pour que l'inégalité v > v, entraîne 


[e(æ)— ov(a)|<=8 


pour tout point du cercle C. On en déduit 
| (2) —%,| <4, 
quel que sait v > v, et æ dans C. La fonction 
By(2) = pl ou(zy] 


est alors régulière dans C et ne prend dans ce cercle ni la valeur o ni 
la valeur 1 puisque &,(x) ne coincide jamais avec un sommet de qua- 
drilatère. Les g,(æx) forment donc une famille normale, D'ailleurs 
cette suite converge en chaque point de C, puisque la suite des Oy(2) 
converge et e(Z) est une fonction continue de Z, Donc la convergence 
est uniforme dans C (‘) et la suite g,(æ) a pour limite 


8(z)=plo(x)] (). 


Nous avons supposé dans ce qui précède que Z, était différent d’un 
sommet de quadrilatère; supposons maintenant, par exemple, que Z, 
coincide avec un sommet homologue de O. 


(1) Voir Sur les familles de fonctions analytiques, etc., p. 531. 

(2) On peut d’ailleurs montrer directement la convergence uniforme des g,(x) : en 
effet p(Z) est uniformément continue pour tout point du cerele |Z—Z,|< 8, c’est- 
à-dire que, étant donné «, on peut lui faire correspondre 7 tel que l'inégalité 


|&-#1<n 


| °(Z) — p(2')| <e. 


entraine 


Prenons v assez grand pour que 
| (2) — (4) | <<; 


comme les valeurs Z = 9(a) et Z'= (x) sont à l'intérieur du cercle |Z—Z,| <4, 


on aura 
lele(e)l—ele(ml<e 


Ig(x)—gix)|< € 


c’est-à-dire 


pour v assez grand. 
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Désignons par 6 la plus courte distance du point Z, aux sommets 
des quadrilatéres qui sont homologues de A et de B. 
On obtiendra, comme plus haut, un cercle C pour les points duquel 


| ov(~) — Zi] < 0, 


si v>v,. Les fonctions g,(æ) correspondantes seront régulières 
dans C et ne prendront pas la valeur 1 dans ce cercle, mais elles pour- 
ront prendre la valeur o. Introduisons les fonctions 


Rx) = Ve Ce), 


en choisissant pour chaque fonction 4,(x) une valeur déterminée du 
radical pour x,. Ces fonctions sont régulières dans C puisque g,(x) 
est régulière et que l’ordre de multiplicité de ses zéros est divisible 
par m. Ces fonctions admettant au moins deux valeurs exceptionnelles 
dans C, l’unité et une racine m*"° imaginaire de l'unité (m est 
nécessairement au moins égal à deux). 

Les h, (a) forment une famille normale ; on en déduit aussitôt qu'il 
en est de même pour la suite g, (a) et que cette suite converge unifor- 
mément dans C. 

Si g(x,) était égal à 1, on remplacerait g(x) par 1— g(x) et 


si g(x, ) était infini, on remplacerait g(a) par tn (‘): 

En résumé, la suite g,(x2) converge uniformément autour de la 
valeur æ,. Or, cette valeur x, peut être prise arbitrairement à l’inté- 
rieur de D. | 

Par conséquent, la suite g,(æ) converge uniformément autour de 


tout point intérieur à D : la convergence est uniforme dans D. 


33. Considérons maintenant une famille de fonctions f(a) méro- 
morphes dans le domaine D et bornées en un point P(+,) intérieur à ce 
domaine : Soit D’ un domaine complètement intérieur à D et con- 
ET à} ni DUR POI RNTNRNES 

(1) Remarquons que le dernier mode de raisonnement que nous avons adopté pour le 
cas où g(æ1) =o convient aussi au cas où g(x1) est différent de 0, 1, ©; il suffit de 


prendre pour à la plus courte distance de Z,; aux sommets des quadrilatères qui sont 
homologues de A et de B. : 
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tenant P. Je dis que le nombre des pôles de chaque fonction contenus 
dans D’ est inférieur à un nombre fixe. S'il en était autrement, on 
pourrait, quel que soit l’entier v, trouver une fonction (we) de la 
famille, dont le nombre des pôles ou plus exactement la somme des 
degrés de multiplicité des pôles fat supérieure av. Soit alors 


JT), Je) ery fut eg 
la suite infinie ainsi obtenue, on peut en extraire une suite nouvelle 
Pye ys JCS Res Cet), 


convergeant uniformément vers une fonction méromorphe, puisque 
la famille est normale et que les nombres f(a) sont des nombres 
bornés. j 

Or, la fonction limite n’a qu’un nombre fini de pôles, dans le 
domaine fermé D’; soient a,, a,,..., a, ces poles, dont les degrés de 
multiplicité sont respectivement &,, %, ..., ax. 

Donnons-nous un nombre € positif arbitrairement petit; on peut 
tracer un nombre fini de cercles dont # d’entre eux, Y,,Y2, ..., Yx, ont 
pour centres les points &,, ..., ax; et qui recouvrent entièrement le 
domaine fermé D’. Pour z assez grand, on a 


I ee I are 
AG Fa 


dans les cercles y;, 
RMC SON NP AE 8 


dans les autres cercles. 

I 
(x) | 
cercles +; et convergent uniformément dans ces cercles vers la fonction 


Il résulte de là que les fonctions = sont holomorphes dans les 


nm 


les zér rested haque 
holomorphe Fa) Le nombre des zéros de F(z) est dans chaqu 


I 
ee s zéros de ———; en 
cercle pour » assez grand, égal au nombre des zé HET. 
d’autres termes, dans le cerele y; la fonction f,,, pour ?» assez grand, 


a a; pôles. 
Elle n’en a pas en dehors des cercles y à cause de la seconde inéga- 


a et ae te eee a Re » - a 
* “1 
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lité, donc le nombre des pôles ne dépasse pas le nombre 


Dit dort. he 


Ce qui contredit l’hypothèse qu'il dépasse À, pour la fonction fi, (æ). 

On démontrerait, comme pour les familles de fonetions holo- 
morphes, que le nombre des zéros de f(x) — a est borné dans le 
domaine D’. 


34. Voici maintenant une proposition qui nous sera fort utile pour 
la suite : i/ existe un cercle (c) de centre P tel qu'aucune des fonctions 
de la famille n'ait de pôle à l’intérieur de (c). Si l'on a 


[f(æ)|< 2; 


le rayon du cercle (c) ne dépend que de « et de la forme du domaine D. 

Si le cercle (c) n’existait pas, on pourrait trouver une fonction f(x) 
de la famille possédant un pôle dont la distance à P fut inférieure 
à : et cela quel que soit l’entier y. © 


De la suite infinie 
Ria) FH), ode HLS RNA 
on peut extraire une suite nouvelle 
fut), Ge), 20) file), 


convergeant uniformément dans le domaine D’ intérieur à D vers une 
fonction méromorphe F(æ) : la fonction F(a) est finie en a, et par 
conséquent dans un cercle (c’ )de centre x, etintérieur à D’. La conver- 
gence étant uniforme dans ce cercle, pour 7 assez grand, f,, (x)diffère 
de F(a) d'aussi peut qu'on le veut et par conséquent est bornée 
dans (c’); cela contredit l'hypothèse que /,, (x) a un pôle situé à une 
distance de P inférieure à D puisque À, augmente indéfiniment avec n. 


Si l'on fait une représentation conforme du domaine D sur un autre 
domaine A, au point |P intérieur à D, correspondra un point II inté- 
rieur à A; à la famille normale des fonctions méromorphes dans D et 
inférieures en module à & au point P correspondra la famille normale 


a es dis me dé tn had) dé it LÉ sis SSD Dh 
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des fonctions méromorphes dans A et dont le module est, au point II, 
inférieur à a. Au cercle (c) de centre P correspond une courbe (y) 
entourant [lf et aucune fonction de la famille normale dans A n’a de 
pôle a l’intérieur de (y). Si, en particulier, aux cercles de centre P 
correspondent des cercles de centre II, c’est-à-dire si la transforma- 
tion conforme est une similitude, la courbe (y) devient le cercle 


défini par le théorème précédent et relatif au point II, au domaine A 
et au nombre a. 


39. Supposons quele domaine D soit celui d’un cercle (C)de centre P 


et de rayon R, le cercle (c) est un cercle concentrique de rayon r et 


r 


l’on a la proposition suivante : le rapport ; est constant pour tous les 


cercles C, st le nombre x demeure fixe. 


En effet la transformation conforme æ = Ra’ fait correspondre aux 
points du cercle (C), les points du cercle (C,) concentrique et de rayon 1 
et les centres P sont des points homologues. A la famille des fonctions 
méromorphes normales dans (C) et dont le module est en P inférieur à « 
correspond la famille normale des fonctions méromorphes dans (C,) et 
bornées, en module, au point P par le nombre «. Au cercle (c), corres- 


r . 
pond le cercle (c,) de rayon get le rayon de ce dernier cercle est un 


nombre r, qui ne dépend que de «. Donc 
» 
c= (ce): 


I] résulte de là que, à l'intérieur du cercle (c), les fonctions forment 
une famille normale et bornée de fonctions holomorphes; parexemple, 
dans un cercle (c’) concentrique à (c) et de rayon Or (o<0< 1); 


ona 
[ f(x) |£Q(a, 0), 


le nombre Q ne dépendant pas de R, comme le montre un raison- 
nement identique aux précédents. 
Considérons alors toutes les fonctions méromorphes autour de v=o 


f( 2) = A+ dx + a,x? +... 


hou A, | RL LT di: 
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et dont les premiers coefficients a, et a, sont donnés : i existe un 
nombre R, ne dépendant que de a, et de a, tel que, à l’extérieur de ce 
cercle, ou les fonctions cessent d'être méromorphes, ou la famille cesse 
d'être normale. Si le fait que la famille est normale résulte d’une pro- 
priété (J) de chaque fonction f(x), on peut dire que, à l'extérieur du 
cercle de centre origine et de rayon R,, toute fonction analytique dont 
l'élément à l’origine débute par les coefficients a, et a, ou bien cesse d’être 
méromorphe, ou bien cesse de posséder la propriété (J). 

Les théorèmes de MM. Landau, P. Lévy, Montel sont des applications 
aux fonctions holomorphes de ce principe général. 

En effet, considérons les fonctions /(æ) méromorphes dans un 
cercle (C) de rayon R et formant une famille normale dans ce cercle; 
on suppose que 

Sf QHYHqQgr qr... 
à l’origine. 

Dans le cercle (c) de centre origine et de rayon r=7r,R, les fonc- 

tions f(x) sont holomorphes et dans le cercle (c’) concentrique et de 


rayon D ona 
|/(@) [SM (a). 


Or 
Wes max. de | f(x) | sur (c’) : 2M(a) 
NS ee SS ee 
r roR 
2 
donc 
R< 2 MC), 
~ rola | 


et comme 7, ne dépend que de a, 


Rel 


CNE 


On voit de mème que si l’on suppose seulement que |a,|<«, on a 


36. Appliquons la proposition précédente aux fonctions méro- 


“hé à 


ee | “de ét ee er SL Ed dé Ch de LÉ 


‘ 
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morphes f(a) pour lesquelles les deux premiers coefficients sont fixes 
(4,0) et qui sont de rang (m, n,p). Il existe une valeur R, ne dépen- 
dant que de a, et de a, telle que, à l’intérieur du cercle (C,) de centre 
origine et de’rayon R, ou bien f(x) n’est plus méromorphe ou bien elle 
nest plus de rang (m, n, PIC): 

Si p=cc, le théorème s’applique à des fonctions holomorphes ; 
si m=n =p =o, on retrouve le théorème de M. Landau. 

On déduit évidemment de là, le théorème suivant : 


Si f(x) est une fonction méromorphe dans tout le plan, et sim, n, p 
sont trois entiers dont la somme des inverses est inférieure à l’unité, et a, 
b, c, trois nombres complexes quelconques, il n’est pas possible que tous les 
séros de f(æ)—a aient un ordre multiple de m, tous les séros de. f(x) —b 
un ordre multiple den, tous les séros de f(x) — c un ordre multiple 


CON N DE 


37. Soit f(æ) une fonction entière, nous venons de voir qu'il est 
impossible que tous les zéros de f(a) aient un ordre de multiplicité! 
multiple de m et tous ceux de f(æ) — 1, un ordre multiple de »,; 

ane I ’ 
rat ñ <i. 

Si cela était possible, on aurait 

eh ae. Rie r= fir )= Y", 
X et Y étant des fonctions entières vérifiant l’égalité 


NIUE XP Var. 


On peut donc dire que le théorème précédent, appliqué aux fonctions 
holomorphes, revient à l'impossibilité de trouver deux fonctions 


entières, X et Y, vérifiant l'identité (1) (lorsque ee 1): 


ae nn — 

(1) Foir au sujet des questions précédentes : CARATHÉODORY, Sur quelques applications 
du théorème de Landau-Picard (Comptes rendus de. l'Académie des Sciences, t. CXLIV, 
1907, p. 1203); ct P. MonTEL, Sur quelques généralisations des théorèmes de M. Picard 
(Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. CLV, 1912, p. 1000). 


1 
(2) Si c est infini on remplace f (x) — ec par 1. 
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Posons 
G,= m(X —1), 
G2=n (Y—1); 


G, et G, sont des fonctions entières ; l’égalitè (1) devient 


Ge Bho 

silo 7e Ste M 2 AE 

; nm /t 

Si l’on fait croître m et n indéfiniment, cette identité devient - 


(2) eGi + e&—], 


Or légalité (2) est celle qui a servi de point de départ à M. Borel 
pour sa démonstration élémentaire du théorème de M. Picard. On 
pourrait, en partant de l’égalité (1), tenter une démonstration élémen- 
taire du théorème du numéro précédent, c’est-à-dire une démonstration 
ne faisant pas intervenir les propriétés des fonctions de Schwarz. 

Considérons encore le cas d’une fonction méromorphe f(x) dans 
le plan et qui serait de rang (m, n, p); si tous les pôles ont des degrés 
multiples de m, il existe une fonction entière admettant tous ces pôles 
comme zéros et dont la racine »#""° est une fonction entière X; cette 
fonction est donc X”. La fonction X” f(x) est entière et tous ses zéros 
ont des ordres multiples de n, on a done 


NOT a) — — Ys; 
Y étant une fonction entiére. De même si les zéros de f(x) — 1 ont des 
degrés multiples de p, il en est de même de ceux de X”[f(æ) — 1]; 


donc 
AX" f(2)-1J=2. 


Z étant une fonction entière; on déduirait de là, en éliminant f(x), 
XML Y"+ Z?= 0. 


D'après le numéro précédent, cette identité est impossible. Done, 
sin, n, p sont des entiers vérifiant l'inégalité 


" I I I 
* — a. FE | = I 
m n P us 
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al est impossible de trouver trois fonctions entières vérifiant l'identité 


DURE Vaca 7Pe—= on 


Par exemple, si m est un entier supérieur à 3, on ne peut satisfaire 
à l’équation 
Xn + Yi. Jin — o 


à l’aide de trois fonctions entières d’une variable. 


38. Il est facile d'étendre les résultats obtenus pour les fonctions 
méromorphes dans le plan, aux fonctions méromorphes autour d’un 
point essentiel isolé lorsque l’un des nombres m, n, p est infini, c’est- 
à-dire lorsque la fonction admet une‘valeur exceptionnelle. On peut 
toujours supposer que le point essentiel est à l’origine et que les 
valeurs a, b, c sont respectivement o, 1, 2. Nous avons donc affaire, 
si p est infini, à une fonction f(x) holomorphe autour de l’origine 
qui est un point essentiel isolé; nous supposons que les zéros de f(x) 
sont réguliers relativement à m et les zéros de f(x) — 1 réguliers 
relativement au nombre 7 et l’on a 


I 
—+—<I, 
Tt 


Je dis que cette hypothèse est inadmissible. 

Soit C_, le cercle dont ce rayon est supposé égal à 2, dans lequel les 
propriétés précédentes sont vérifiées. 

Traçons les cercles Co, Pre à Uae - concentriques à al origine et ayant 

J ¢ si 
respectivement pour rayons 1, =, ÉD ea .. Désignons pare, l’an- 
neau compris entre les cercles C, et C,,, et par F, l'anneau compris 
à | a + : 

entre G,_, ct C + et posons 7,(x) = k (=). Lorsque «x BARS 
l'anneau Ts = ;, parcourt l'anneau (ie et si æ reste dans Tos 7 reste 


dans: Ts la Er de) prend a fee ‘anneaux i et Ie. re mémes 
valeurs que la fonction f(x) dans les anneaux F, et T,. Dans le 
domaine I, les fonctions f,(æ) forment une famille “normale. Soit a 
un point deT,, si les nombres /,(æ,) ont une de leurs limites qui 


“> 
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est finie, on peut extraire dela suite /, (a) une suite 
Pate), Pie), 2, Pr) 


qui converge uniformément dans l, vers une fonction holomorphe. 
Les Poe f(x) sont alors bornées dans F, et en particulier 
sur C. Il en résulte que la fonction f(x) est bornée sur les cercles 


A mn al 
Gi; as ..) GS 


et inférieure en module à un nombre fixe M indépendant de 7; elle 
serait bornée autour de x=, ce qui est impossible. Donc les 
nombres f,(x,) ont pour unique limite J’infini. Je dis que, quel que 
soit le nombre fixe positif M, on a, pour 7 assez grand, 


| fn(x2)|>M 


pour tout point de [,..S’il en était autrement on pourrait trouver un 
nombre M et une infinité de fonctions f, (a), soient 


fit), Sel), =. far) 


telles que pour chacune d’elles il y ait au moins un point de F, pour 


lequel 
| fn(@)| M. 


De la suite f,(x)on peut extraire une suite nouvelle f, (x) con- 
vergeant uniformément vers une fonction limite qui ne peut étre que 
la constante infinie puisque limite f, (x,) = +. Or ceci est en contra- 
diction avec l’hypothése que, quel que soit n, il ya un point x de re 


pour lequel 
| Sn( a) | < M. 


Il résulte de la que f(x) augmenterait indéfiniment pour 2 =o, ce 
qui est impossible. 

La proposition est établie. Donc: Si fx) ) est une Foi (Ra 
autour du point singulier O et sim et n sont deux entiers tels que 


* 


‘ 
y 
3 
# 
4 
3 
4 


AT, TT - =a 07 
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l’une au moins des équations 


a une infinité de racines trrégulières par rapport à m ou à n. 


Considérons la relation X” + Y" = 1 dans laquelle les entiers met n 
ee Ce sue EL I . ñ . « . 
vérifient l’inégalité me Kap Gi lon -résout cette relation à l’aide de 
deux fonctions uniformes de x, il résulte de ce qui précède que 
ces fonctions ont d’autres singularités que des points essentiels isolés. 


39. Le théorème du n° 36 peut s'étendre à une fonction méromorphe 
quelconque autour du point essentiel O : la démonstration repose sur 
les propriétés des substitutions relatives à la fonction de Schwarz que 
nous avons introduite plus haut. Je n’ai pu encore parvenir à en donner 
une démonstration satisfaisante en restant dans l’ordre d'idées adopté 
dans les pages précédentes. 


40. Je me borne à indiquer en terminant que l'introduction des 
familles quasi-normales (‘) de fonctions méromorphes permet d'étendre 
les théorèmes précédents au cas où chaque équation admetun nombre 
fini de racines irrégulières. Par exemple, pour une fonction méro- 
morphe dans tout le plan, on peut affirmer que l’une au moins des 
équations 


Ike) — @=09; f(#2)—b=0, J(æ)—c—=o 
admet une infinité de racines irrégulières, relativement aux entiers m, 
I 1 I 
—+-+-<. 
By pis QU EE EE | 
Cette proposition est une conséquence de la suivantef: soit 


A+ UT + agx +... 


l'élément à l’origine, d'une fonction méromorphe dans le cercle de 

rayon R. Nous supposons que le nombre des racines irrégulières des 

équations précédentes, contenues dans ce cercle, ne dépasse pas 

l’entier g et que ces racines ont un module supérieur ou égal 

tls ie Ee —. 
(1) Voir Sur les familles de fonctions, etc., p. 506. 
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à 0R(o<6<L1). Dans ces conditions, on a, si a, est différent de zéro, 


N (a, q, 0) . 


| a, | 


R 


UA 


le nombre N(a,,q, 4) étant borné lorsque |a,| est borné. Sim, n, p 
deviennent infinis et si la fonction est holomorphe, on retrouve un 
théorème que j'ai énoncé précédemment. 


Paris, le 25 juillet 1914. 


SUR LES GROUPES 


DES 


TRANSFORMATIONS SEMBLABLES ARITHMÉTIQUES 


DE CERTAINES 


FORMES QUADRATIQUES QUATERNAIRES INDÉFINIES 


ET SUR LES 


FONCTIONS HYPERABÉLIENNES CORRESPONDANTES, 


Par M. Grorces GIRAUD. 


ep groupe des transformations semblables d’tine forme quadra- 
tique quaternaire du type 


2 2 2 y 2 
ui + uy —Ui—u; 


est isomorphe au groupe formé des substitutions droites 


mn oD œn + B 

RE TE ~ yn + 
et gauches | 

none H— 2 +Ê 

7 entd | EF 


Les groupes discontinus de substitutions de cette sorte, si l’on a, 
pour toutes leurs substitutions, 


ad — be = ad — By =}, 


ont été nommés par M. Picard groupes kyperabéliens ('). On obtient 


(1) Prcarp, Sur les fonctions hyperabéliennes (Journal de Mathématiques pures et 
appliquées, 4° série, t. 1, 1885). 


Em ee nor 
ine eae a 
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en particulier des groupes hyperabéliens en supposant que la forme 
quadratique dont on part est à coefficients entiers et en ne retenant 
que ses transformations semblables arithmétiques, c’est-a -dire à coef- 
ficients entiers. | 

Ces formes quatérnatres peuvent se diviser en trois catégories : 


1° Celles qui ne peuvent pas représenter zéro; ce cas a été étudié 
par M. Picard: le polyèdre fondamental du groupe hyperabélien cor-; 
respondant n’a aucun point commun avec la frontière du domaine 
fondamental (domaine où & et n ont leurs coefficients de z es | 
nous ne reviendrons pas sur ce Cas. 

2° Celles qui peuvent représenter zéro, mais s qui, égalées à zéro, 
sont les équations en coordonnées homogènes de quadriques sans 
génératrices rectilignes rationnelles, c’est-à-dire sans génératrices 
dont les deux équations soient à coefficients entiers. Le polyèdre fon- 
damental du groupe hyperabélien correspondant possède un nombre 
fini de points réels ; il n’a, sur la frontière du domaine fondamental, 
aucun point imaginaire. Des cas particuliers de formes de cette sorte 
ont été étudiés par M. Bourget et par M. Cotty (*). 

3° Celles de ces formes RAR zéro, sont les équations de qua- 
driques pourvues de génératrices rationnelles; le polyèdre fonda- 
mental du groupe hyperabélien correspondant touche la frontière du: 
domaine fondamental le long d’un nombre fini de portions de variétés 
à deux dimensions, comprenant un nombre fini de points réels. Un de 
ces groupes appartient à une catégorie considérée à un autre point 
de vue par M. Picard dans son Mémoire cité, la catégorie des groupes 
où chacune des deux variables complexes subit indépendamment de 
l’autre les transformations d’un groupe fuchsien : si chacun de ces “Sh 
groupes fuchsiens se réduit au groupe arithmétique, on a en effet le 
groupe hyperabélien correspondant à la forme æ,x,+æ,æ,. Si l'on! 
admet les substitutions semblables de déterminant moins un, ce groupe 


(1) BourGET, Sur une classe particulière de groupes hyperabéliens (Annales de la 
Faculté des Sciences de Toulouse, 1898, et Thèses de la Faculté des Sciences de Paris, 
1898).— Corty, Les fonctions abéliennes et la théorie des nombres (Annales de la Faculté 1 
des Sciences de Toulouse, 1912, et Thèses de la Faculté des Sciences de Paris, 1913). «: 
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hyperabélien comprend aussi des substitutions gauches, obtenues en 
faisant suivre une des substitutions droites que nous venons d’indi- 
quer de la substitution gauche 


= mn 
Min; Hé 


Dans les trois cas, le polyèdre fondamental, qu’on peut construire 
par la méthode de réduction continuelle, n’a qu’un nombre fini de 
faces. 

Enfin, dans les trois cas, trois fonctions hyperabéliennes quelconques 
correspondant au groupe considéré sont liées par une relation alge- 
brique. Ce fait a été reconnu pour le premier cas d’une manière géné- 
rale par M. Picard; M. Bourget et M. Cotty l’ont également reconnu 
pour les formes qu'ils ont considérées et qui appartiennent au 
deuxième cas. 


2. Soit donc f(x,, æ,, æ,, æ,) une forme quaternaire, décompo- 
sable en deux carrés positifs et deux négatifs, et soient A son discri- 
minant et F(A,u, v,x) sa forme adjointe. La forme définte dont, 
conformément à la méthode d’Hermite, nous ferons la réduction 
continuelle est 
7 nn oe ur 

Oh Op. ° dv ‘or 

4 A 
+ 2 norme (AT + Ut + VX + Tai), 


(1) DT La Ta Ti) = — SJ (1, %2,L3, 24) 


ou 
(2) PCA, B5-¥; ey) =. 0, 
or oF oF or 
(3) DE eme 0 


Nous convenons de distinguer toujours deux nombres imaginaires 
conjugués au moyen de l'indice zéro donné à l’un d'eux. 


3. Revenons d’abord sur ce qui correspond à {la condition (3) dans 
l’espace hyperabélien ; c’est un calcul qu’a déjà fait M. Picard. 
Nous pouvons par une transformation linéaire sur æ,, ®,, X3, æ, 


Ann, Ec, Norm., (3), XXXIIT. — OcTogrE 1916. 39 
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mettre f sous la forme f 
2X1X,+ 2X2 Xs; 


alors, par la substitution adjointe, F devient 


2 AIT + 2MN; 
si nous posons 


la condition (2) prouve que 
26 EN DATE 
Put AT PAS 
la condition (3) devient alors 


ATI, + A, lI + MN, + M,N <o, 
ou bien . 
AA, (é — Es) (n — No) <0. 


Nous avons donc, dans l’espace hyperabélien où les coordonnées 
sont € et n, un domaine composé de points où les coefficients de z 
dans € et n sont de mème signe; nous ne considérerons que les sub- 
stitutions qui changent en lui-même le domaine où ces coefficients 
sont tous deux positifs : ce sera le domaine fondamental. 


4. On sait que, par les substitutions semblables de /, £ et n subissent 
des transformations hyperabéliennes droites 


; = _ aë+b __an+B Neer cage < 
(4) mca erage H= MS RER ee 
ou gauches 

=  ant+b , +8 at 
(5) car rer de Ro MR ne 25 


_ Aux premières correspondent des substitutions semblables de f de 
déterminant 


dé cd —dy cy ia ae are) B o 

(6) ba ad —by ay Js ba ce) oO Sr o Ô a5 
—dB —cB da —ca 0 0 —d —c —y 0 ææ@ 0 
LCR ap —ba aa US CL | a o y Geet 


= (ad — be)? (ad — By)®=1. 
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AUX substitutions gauches, au contraire, correspondent des substi- 
tutions semblables de déterminant moins un. Comme toutes les sub- 
stitutions gauches d’un groupe s’obtiennent en faisant suivre, ou 
précéder, l’une d’elles de toutes les substitutions droites successi- 
vement, nous nous bornerons tout d’abord dans la réduction conti- 
nuelle aux substitutions droites. 

Il suffit pour cela de se borner aux substitutions semblables de 
déterminant un : celles d’entre elles qui conservent le domaine fon- 
damental donnent des substitutions hyperabéliennes droites. 


5. Supposons que la forme © soit réduite pour certaines valeurs 
de A, 4, v, t; et supposons que les points de la quadrique (2) pour 
lesquels elle est réduite aient pour point d’accumulation un certain 
point réel de la méme quadrique. Les conditions de réduction étant 
celles de MM. Korkine et Zolotareff, nous allons démontrer que ce 
point a pour coordonnées (0, 0, 0, 1), c’est-à-dire que F n’a pas de 
terme en 7°. | 

En effet, décomposons + en carrés de cette facon : 


2 
Q= Pal 414 €),2%ot by 303+ E1424) 


+ Ha (La b9.5%3 + 80,6 Pi) + Ma( ds + Es di) + Midi 


Nous avons 
( RE Aka =) 
Ox, OL, OL; OX, 


D (21, Hy, La) Ly) 


AN TES 
= fi Pots Bae (3) By. 


I 
CL 


Or, pour le point réel, © est carré parfait; donc si À, uw, v, 7 tendent 
vers les coordonnées de ce point (coordonnées supposées choisies 
complètement, sans facteur commun arbitraire), le discriminant tend 
vers zéro; done wu, tend vers zéro. Donc, pour ce point réel, 9 ne 
dépend plus que de æ,, c’est-à-dire que 


= 0. 


Si nous recommencons à faire tendre À, u., v, = vers les coordonnées 
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du point réel, nous voyons que 

p( 22 Og <2) 
Û OX, O03, OX, 


2 D(a, 3,2) 


= Mo Us + €; 


e étant positif; mais le premier membre tend encore vers zéro; il en 
est donc de même de u,u,1,; et comme 


DNS TE 
bim(T) be 


u., tend aussi vers zéro. Done, pour le point réel, 9 ne dépend pas non 
plus de x, et l’on a 
be — 0. 


On démontrerait de même que 
9 = O0. 


Le point réel est donc bien (0, 0, 0, 1). Comme 1l est rationnel; cela 
prouve que F et f peuvent représenter zéro. 


6. Supposons maintenant que les points pour lesquels 9 est réduite 
aient pour point d’accumulation un point imaginaire de la surface 


HE al pal CRE 
No nounou Cant 1 


Nous allons voir que la quadrique (2) admet la génératrice recti- 
ligne rationnelle 
KS B= 6, 


et que le point imaginaire est sur cette génératrice. 
En effet, pour ce point imaginaire, 9 se réduit à une somme de deux 
carrés, ce qui nous montre tout d'abord que, pour ce point, 
aby See Soph Sz: 
Soit 


4 4 
a 
JT By Ve, Vy) = De D dj lil}, 


i=1 j=1 


ct, à files ies 
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et soit À; ; le coefficient de F qui correspond à a;;. Si(o, 0, v,#) sont 
les coordonnées de notre point, ona 


A33¥" rk Ag ,vT =e A,yT = oO, 
9 

A339 + 2 Ag 4% To + A4uTo —= O, 

Ass VV + As (To + VoT) + Ay, 0%) — 0; 


comme vtr, —v,T n’est pas nul, ces trois équations entraînent 


As Le AiO. 


Donc la quadrique (2) admet bien la génératrice rationnelle \=u—0; 
par suite f =o admet aussi des génératrices rationnelles. 


7. Ceci nous entraîne à distinguer dans quel cas une quadrique qui 
a des points rationnels a aussi des génératrices rationnelles. 
. Si la quadrique passe par un point rationnel, nous pouvons, par une 
substitution linéaire à coefficients entiers et de déterminant un faire 
en sorte que ce point soit (0, 0, 0, 1); l'équation devient alors 


(ati + bx,+- Ca) di + f,(%1, La, Ts) = 0. 


Une nouvelle transformation portant sur x,, x,, æ, seuls permet de 
ramener cette équation à la forme 


AL, 2,-+- fo( Lis Las La) = 0, 


où d est le plus grand commun diviseur de a, b,c. Mettons en évidence 
les termes où figure x,, l’équation devient 


(7) ff ( #1) La, 3, Ly) = mar + bas + cr, + dx,) + (rs, æs) = 0, 


équation où a, b, c n’ont pas le même sens que plus haut. 

Supposons que la quadrique ait une génératrice rationnelle; 
prenons sur cette génératrice un point rationnel, et mettons l’équation 
de la quadrique sous la forme (7), le point rationnel venant 
en (0, 0, 0, I). ; 

Par le point (0, 0, 0, 1) de la quadrique (7) passe une génératrice 
rationnelle; les équations de cette génératrice ne contiennent évi- 
demment pas x,. D'autre part, on ne peut pas, des équations de la 
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génératrice, tirer æ, etæ, en fonction de æ,, sinon en substituant les 
valeurs trouvées dans l’équation (7), il y aurait un terme en æ,æ, non 
identiquement nul. Alors on peut, par exemple, tirer de ces équa- 
tions x, et x, en fonction de x, ; la valeur de x, est forcément 


4 Ti — 0; 
car Si 
B= hay h 2616, 
on pourrait avoir x, et x, en fonction de x,. Les équations de la géné- 


ratrice sont done 
T0, = L3= Ar 


ou a est rationnel; par suite 


Y(t, %) = 0; 


done Ÿ (æ,,æ,) peut représenter zéro. 
Réciproquement, si cette forme Bee représenter zéro, et si « et 6 
sont les racines de l’équation | 


, Y(1,æ)=0, 


les deux génératrices qui passent par le point (0, 0, o, 1), savoir 


Ti — O, Ta — AL, 
et 
Ti 0, Ly= Pas, 


sont toutes deux rationnelles. Comme elles sont de systèmes différents, 
cela nous montre en même temps que, si l’un des systèmes de géné 
ratrices compte une génératrice rationnelle, l’autre en comprend éga- 
lement une. 

Montrons maintenant que, si la RAT contient des génératrices | 
rationnelles, il en passe une par chaque point rationnel. Si, en effet, ce 
point rationnel (&,, &, 5, €, ) est tel que 


ë —= 0, 
il est sur la génératrice rationnelle 


Ti, =0, = . 


x] à 
19 
ao 


it Pa. 37 à de with à 


. 
r 
1 
E 
3 
; 
‘ 
4 
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Si maintenant 
ME 0, 


il est sur la génératrice rationnelle 


3 
y= it del, 


(8) X= x, + bit, 


ou ¢ est un paramètre; 6, et b, sont des nombres rationnels tels que 
(bs, b;) = 9; 


6, est pris de façon à annuler le coefficient de x,t après substitution des 
valeurs (8) dans l’équation (7 ): cela donne pour lui aussi une valeur 
rationnelle. 

Donc les deux génératrices qui passent par un point rationnel sont 
rationnelles. 

De plus, la condition nécessaire et suffisante pour que la qua- 
drique (7) ait des génératrices rationnelles est que la forme d(x,,æ,) 
puisse représenter zéro. 

Quant à reconnaitre si l’on peut mettre l'équation de la quadrique 
sous la forme (7), c’est-à-dire si la quadrique contient des points 
rationnels, cela peut se faire au moyen d’une méthode, convenant à 
un problème beaucoup plus général, donnée par M. Jordan (*). 


8. Étudions maintenant le groupe des substitutions semblables de 
la formule (7) qui n’altèrent pas le point (0, 0, 0, 1). Nous formerons 
ensuite le polyèdre fondamental correspondant dans l’espace hyper- 
abélien. 

Soient 


(9) X;=a;xi+ b;x; + ¢;%3-+ dix, lé: 4) 
| 


(1) JonDAN, Théorie arithmétique des formes quadratiques (Journal de l’École 
Polytechnique, cahier LI, 1882). 
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les formules de transformation. Il est tout d’abord évident que 


dj idee sat 0, A515 


comme nous pouvons changer les signes de tous les coefficients a 
la fois sans changer la substitution hyperabéliennne correspondante, 


nous prendrons 
apa 


Ensuite, si nous considérons les termes qui contiennent a,, nous 


trouvons 

bc) — 0% bj — di 
Par suite 
(10) 


| te be Let CoT3; 
| X3= by + C323 


est une transformation semblable de la forme d(x,,æ,), de détermi- 
nant un, si, comme nous le supposons, le déterminant de la transfor- 
mation (9) est lui-même égale à un. 

Si la forme | ne peut pas représenter zéro, la transformation (10) 
est donc une puissance d’une certaine transformation fixe. 

Si la forme Ÿ peut représenter zéro, il faut prendre seulement 


bis 0; b= GS TA 


comme on veut que le domaine fondamental soit conservé, il faut 
même se borner au cas où 


DCS 


Donnons-nous maintenant une transformation (10) de la forme +, 
et cherchons à déterminer a,, a,, a,, 6,,c, de manière à avoir une 
transformation telle que (9). Si a, et a, sont regardés comme donnés, 
on trouve @,, b,, c, par l'identification des termes restants : ce sont 
des fractions de dénominateur d; ces fractions se réduiront à des 
entiers seulement dans le cas où a, et a, satisfont à certaines con- 
gruences de module d; ces congruences peuvent n’étre compatibles 
que si 5,, c,, b;, c, satisfont eux-mêmes à certaines congruences sui- 
vant le même module; ces dernières congruences sont en particulier 
satisfaites si . 

b,=c,=1, b3=C3=0 (moda), 


NEA" 


{ 
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comme le montre le cas particulier de la transformation unité. Il ya 
donc des transformations (10) pour lesquelles ces conditions sont 
remplies; et, comme le produit de deux de ces transformations en est 
une troisième, toutes ces transformations (ro) utiles sont des puis- 
sances de l’une d’entre elles. 

Supposons maintenant que nous ayons une transformation (9) cor- 
respondant à une transformation (10) donnée; nous aurons toutes les 
autres en faisant suivre ou précéder celle-ci d’une autre où 


(11) Dé, =, D C= 0; 


Nous allons déterminer toutes ces dernières transformations; cette 
détermination est indépendante du fait que | peut ou non représenter 
zéro. Nous avons déjà remarqué que si l’on regarde a, et a, comme 
donnés, les valeurs de a,, b,, c, en résultent et sont des fractions de 
dénominateur d; il s’agit de choisir a, et a, de manière que ces frac- 
tions se réduisent à des entiers : c’est possible, car le but est atteint 
en particulier si a, et a, sont divisibles par d. Or le produit de deux 
des transformations dont nous nous occupons en ce moment en est 


une troisième; et si, dans les facteurs, a, et a, ont respectivement les 


valeurs a), a; et a), a,, ils auront dans le produit les valeurs a, + a}, 
et a, + a. Donc, toutes les valeurs possibles de a, sont des multiples 
de l’une d’entre elles a), à laquelle correspond pour a, la valeur a, ; 
si a, = 0, toutes les valeurs possibles de a, sont des multiples de l’une 
d'elles a; alors tous les systèmes possibles de valeurs de a, et de a, 
sont donnés par les formules 


ayes, 


(12) 


| d3—aa,+ bai, 


où « et B sont des entiers arbitraires; a, et a, peuvent être supposés 


| positifs : ce sont des diviseurs de d. 


Nous voyons done que, si peut représenter zéro, toutes les trans- 
formations semblables de point double (0, 0, 0, 1) sont des produits 
de puissances de deux d’entre elles, d’ailleurs permutables, satis- 
faisant aux conditions (11). Si } ne peut pas représenter zéro il faut 
faire précéder (ou suivre) ces produits d’une puissance arbitraire d’une 
troisième substitution. 
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Que sont les substitutions hyperabéliennes correspondantes ? Si 
U(a_,23) = (Az, + Bas) (Aa: + Bias), 
nous pouvons poser 


Azv,+ Ba, A'xs+ B'z;. 
=; j= —— } 
x, Ti; 


alors, aux substitutions qui satisfont aux conditions (11) répondent 
des transformations 

(13) E=E+hk, H=n+F, 

h’ et k’ étant certaines constantes. Quant aux autres transformations, 


qui existent si } ne peut pas représenter zéro, elles sont des puis- 
sances d’une transformation 


(14) Sa—hE+N', H=kn+k, 
oth, k, k', k' sont des constantes; A et & sont positifs, et de plus 
Rist 


Le polyédre fondamental se détermine immédiatement : les trans- 
formations (13) permettent toujours de faire en sorte que 
He, Lao 


+ —|<a;, 
Ti X19 


æ FA 
Ce eis 138 
Ti T0 


! 
<4), 


a, et a, étant les entiers des formules (12); si Ÿ ne peut pas repré- 
senter zéro, on aura pu s'arranger préalablement, au moyen de la 
transformation (14), pour que 
HENTAI 
SERRE 
en supposant A< £. Tel est le polyèdre fondamental. 

En quels points ce polyedre atteint-il la frontière du domaine fonda- 
mental? En nous bornant aux points à l'infini, nous trouvons le seul 
point (0, 0, 0,1) s’il n'y a pas de génératrices rationnelles; il faut v 
ajouter une portion des deux génératrices qui passent par ce point, si. 
elles sont rationnelles. 
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9. Supposons maintenant que nous considérons une quadrique 
pourvue de génératrices rationnelles; étudions le groupe des substi- 
tutions semblables arithmétiques qui font revenir sur elle-même une 
génératrice rationnelle donnée. 

Par un changement linéaire de variables, à coefficients entiers et 


de déterminant un, of peut mettre la génératrice donnée sous la 
forme 


(15) : Hem) 
et la quadrique donnée sous la forme 
(16) frise) = 2, (axj+ bas + crs + dx,) + æ,(b'æ+c'æ3) — 0. 


Pour & et n, nous pourrons prendre les valeurs 


VD LS b'æ+c'zx; 
É =) OA — ——— 2 
Gex He. 
Uñe des transformations cherchées étant donnée par les for- 
mules (9), on voit que 
Q=d=6= 1308 
par suite, 
a,b,— a,b, == 1; 


mais, comme le signe du coefficient de z dans € ne doit pas changer, 


dib5— d3bi=1. 


En identifiant les coefficients de æ,æ,,æ,x,,æ,&,, æ,%,, nous trou- 


vons que 
(ac + ac')c; + a,dc,—c¢, 


(b,c + bc')c; + bide, = c', 
(ac + asc')d;+ a,dd,= d, 
(bic + bsc')d3+ bidd,— 0; 


donc 
a,c'— b,c (aye +ac')e + (bic + bc'}c 
C= cea? er — ra ) 
bd b,c+ b,c! 
d,—=— c! ’ Rest ae 
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d’où 
Csd, — Cds =1. 
Ces valeurs de c,, c,, dy, d, seront entières si &,, da, b,, b, satisfont 
à certaines congruences suivant le module c’d, et en particulier si 


(17) a, = b=), a,=b,=0 (mod c'd). 


Restent à déterminer a, a,, b,, 6,; nous les obtiendrons en identi- 
fiant les termes restants, qui sont en 27, æ,%,, ©: 


(a,c+ a,c')az;+ada, : = À; 
(18) (bic+Bbc')as+ bida,+(a,c+ac')b;+ a,db,=B, 
(bic+bc')b;3+ b,db,=C; 


A, B, C sont des fonctions de a,, a,, b,, b, dont les coefficients ne 
. contiennent aucun dénominateur. Les déterminants formés avec les 
coefficients des inconnues ont pour plus grand commun diviseur c'dô, 
6 étant le plus grand commun diviseur de c, c’, d. Comme les mineurs 
de ces déterminants sont tous divisibles par à (et même par 6”), nous 
trouvons que A, B,C, donc a,, az, b,, b,, doivent satisfaire à certaines 
congruences suivant le module c’d; ces congruences sont en parti- 
culier satisfaites par les relations (17), auxquelles répond la transfor- 
mation unité. 

€ subit donc les transformations d’un certain sous-groupe à con- 
gruences du groupe fuchsien arithmétique. 

Il nous reste, suivant le procédé déja employé, à voir comment 
toutes les transformations qui changent £ de la même facon se 
déduisent de l’une d’elles : il est clair qu’elles s’en déduisent en fai- 
sant suivre ou précéder celle-ci d’une substitution où 


Giles, ab. = 0; 
et où par conséquent 
= 1, Cs 0: 
Nous avons les coefficients restants au moyen des équations 


ca; + da, = 0; 
c'as + € b3+ db, — 0, 
ob, 0; 


TETE 
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a;,4,, b,, b, sont donc donnés par les formules 


C 
a3= À +) A—=— À 
) Ô 


I 
b= 0, DRE 


CE “ ° . 
où © est le plus grand commun diviseur de c, c’, d, et A un entier arbi- 
traire ; ce sont des puissances de la transformation 


ner d 
= — 6, Hess: 


Les transformations générales du groupe sont données par les for- 
mules 


= e+ a, ies ab,+- b'a; + c'a, 
ne SR OS ER EE 2 
| bo + ay a 


Pour former le polyédre fondamental, on peut d’abord disposer 
de a,, b,, a,, b, de manière à amener € dans le polygone fondamental 
du sous-groupe du groupe fuchsien arithmétique dont nous avons 
parlé ; ensuite on disposera de a, de manière à amener la partie réelle 

RO pas: , cd 
de 1 à être inférieure en valeur absolue à aa 
Remarquons que la quantité dont augmente y est entière, car des 


relations (18) on tire, en éliminant a, et b,, 


ab,+ b'a;+c'a; __ bb,+ b'b,+ c'b,— b'a, 
ne ee eet i SB 
ay b; 


et a, et b, sont premiers entre eux. 


10. Arrivons maintenant à la formation du polyèdre fondamental du 
groupe de toutes les transformations semblables de la forme donnée 
qui correspondent à des substitutions hyperabéliennes. Nous nous 
bornerons même d’abord au cas des substitutions droites. 

Nous dirons que deux points rationnels de la quadrique f — 0 
appartienent à la même classe s’ils sont transformés l’un de l’autre 
par une substitution du groupe. S'il y a des génératrices rationnelles, 
nous dirons de même que deux d’entre elles appartiennent à la même 
classe si elles sont transformées l’une de l’autre par une substitution 


du groupe. 


NS 
é ren. 
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Le nombre des classes de points rationnels est fini. En effet, si deux 
points appartiennent à la mème classe, on peut mettre la quadrique 
sous la même forme (7), en amenant à volonté l’un ou l’autre de ces 
points en (0,0, 0, 1); et réciproquement si, en amenant l’un ou l’autre 
dé ces points en (0,0,0, 1), on peut avoir la même forme (7), ces 
points appartiennent à la même élasse. Ainsi les valeurs de a, b, ¢;d 
et les coefficients de caractérisent une classe de points rationnels. 
Or, le discriminant de fest égal à — d*6, à étant le discriminant de Ÿ. 
Il y a donc un nombre fini de valeurs de d possibles. Puis a, 6, c 
pétivént être supposés tous inférieurs a|¢| én valeur absoltie : ils 
n’auront donc aussi qu’un nombre fini de valeurs possibles. Enfin, 
Y peut être une forme réduite : pour chaque valeur de d, cela fait 
également un nombre fini de formes Ÿ possibles : notre assertion est 
donc justifiée. 

On peut démontrer d’une manière analogue que le nombre des 
classes de génératrices rationnellés qui existent sur une quadriqüe 
donnée est fini. 


11. Nous formerons le polyèdre fondamental par la réduction conti- 
nuelle de la forme © de la formule (1). Les conditions de réduetion 
adoptées sont celles de MM. Korkine et Zolotareff, complétées toutefois 
par certaines conditions supplémentaires destinées à rendre la réduite 
unique. 

Si l’on écrit 9, en le décomposant en carrés, 


(19) P= pa (BiH E4422 End + En, 25)? + Ma(Te + Ea,3 T3 + E2,s Li )? 
+ fs (2+ es di) + ju 43, 


les géomètres russes ont d’abord montré (') que, parmi les formes 
équivalentes ag, il y en a tine qui est telle que y, soit le plus petit 
nombre représenté par la forme, x, le plus petit qui soit représenté 
par la somme des trois derniers carrés, x, le plus petit qui soit repré- 
senté par la somme des deux derniers. Amenant en outre les € à la 


(1) Korkine et ZoLoranürr, Sur les formes quadratiques (Mathematische Annalen, 
t. VI, 1873, p. 366). 


«he Ju RSR LEURS. 
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plus petite valeur absolue possible, MM. Korkine et Zolotareff ont 
montré que ces coefficients satisfont alors aux conditions 


9 


3 3 
(20) Bes 7 ba Pee 7 Hs Py 7 ba + en 


telles sont les conditions de réduction qu’ils ont données. Mais ces 
conditions peuvent être remplies par plusieurs formes équivalentes 
à ©, en nombre fini. Nous avons pour but d’ajouter d’autres conditions 
telles que la forme soit une de celles dont MM. Korkine et Zolotareff 
ont d’abord montré l’existence; sauf dans des cas exceptionnels, on 
pourra encore faire sur ces formes uniquement les substitutions qui 
consistent à changer les signes de deux des variables ; nous choisirons 
enfin parmi les formes qui en résultent. 

Voyons d’abord comment nous pourrons faire en sorte que ,, rs, 
3, %, Solent bien les nombres dont il vient d’être question. D’après 


les conditions (20), 
3\2 , (33 
ee (5) Hi m2 (2) ae 


Donc, si o£ p,, 


et, si æ, est entier, 


ARR 

Mais alors 
ts + €34.%,|2| 23] — 53 
donc 
TE LS 

et, æ, étantentier, 

| xs | 21 
On trouve de même 

Jv2|52, |v,|S3. 


Ainsi, wu, sera le minimum de + s’il est inférieur ou égal à tous les 
nombres représentés par 9 pour 


lave; CAL [ate |S | a,|$3. 
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De même, , sera le minimum de la somme des trois derniers termes 
s’il est au plus égal à tous les nombres représentés par cette somme 


pour ns } 
EAST læs|£t, | v.|=2 


Enfin, pour la somme des deux derniers termes, il suffit de prendre 
l2|S1,  [æs|£t, 


comme il est classique. 
Cela fait un nombre fini d’inégalités à ajouter aux inégalités (20). 
Comme nous pouvons encore changer les signes de deux variables, 
nous pouvons profiter de cette faculté rendre e,, et «,, positifs. Si 


‘ whee I I . 
cela donnait à quelques-uns des autres € la valeur — => on voit facile- 


ment qu'on pourrait les ramener dans les limites indiquées, sans 
déranger €,,; Ni €,3- 

La forme réduite est bien déterminée par ces conditions, sauf dans 
certains cas limites. On peut évidemment, dans chacun des cas 
limites, en nombre fini, qui peuvent se présenter, écrire d’autres sys- 
tèmes d’inégalités en nombre fini rendant encore la réduite unique. 
Ces cas ne se présenteront pas dans ce qui suivra. 


12. Prenons d’abord le cas où la quadrique f=o a des points 
rationnels, mais pas de génératrices rationnelles. 

L'essentiel est de démontrer qu’il est inutile, pour trouver les faces 
du polyèdre fondamental, de donner à À, 4, v, x des valeurs telles que 
le coefficient de x dans 9 [formule G (1)] tombe au-dessous d’une 
certaine limite fixe : on va voir qu’on peut maintenir ce coefficient égal 


au moins i T A étant le discriminant de f. 


Tout d’abord si ce coefficient tombe au-dessous de un, f n’a pas de 
terme en «?. Par un changement de variables portant uniquement 
SUI XY, Lys L,, NOUS pouvons mettre / sous la forme 


(21) Ft Le, La, M) = (24%, + 2b62,4+ 202%,4 dx,)x,+ Lx, 23); 


pour plus de commodité, nous supposons que les coefficients des 
termes rectangles sont pairs. La transformation adjointe n’a pas 
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changé A, ni par suite le coefficient de a? dans 9, qui est 2 X#; la forme 
adjointe devient 


(22) F(A, pv, 7) = A(AA+ 2Bp + 20v— 2adr) — a W(p, v), 


6 étant le discriminant de Y, et W sa forme adjointe. Le discriminant 
de f est À 
ASS —— Gh 


Nous supposerons, comme il est légitime, qu’on a non seulement 
(23) F(A, By V, T) =O, 


mais encore 


' ey eet) Op. ee as 


— 4A. 

Interprétons ces conditions; nous allons supposer, comme il est 
encore légitime, que À est réel et positif; nous désignerons par Rv. 
et 5u. la partie réelle et le coefficient de z dans u, et de même pour les 
autres lettres. La condition (23) entraîne en particulier 


(25) A+ 2BARp+ 2CAAyv — 2adRT 
—@OVW (Rp, Av) + ECW (Sp, ov) = 0, 


_et la condition (24) s’écrit aussi 


(26) A}? + 2BARp + 2CARv—2adhAt 
—@VW (Rp, Rv) — GVW (Sp, Jv) =— 2A; 
elle équivaut donc a 


(27) Tae ps N ET es —=—0. 


a 
Si nous mettons ¢ sous la forme (19), nous trouvons que 


ÿ 


F Ue — { 
fy 22, E,2 ART ë3— À 


T a. A+ 2BARp+2CARv—@VW (Ky, Rv), 
Ne eRe th ae! en D one ne Mie 9 
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en outre, dans la somme des termes restants, les coefficients des termes 
où figure x, ou x, ne dépendent que de & — Ros ju, Sv; et l’on voit 
tout de suite que 


[en (yt E0323)? + fog @3 = Y (22, Ly) + 2(Sp@_e+IVLs)*3 
done 


et, par suite, 


, : a + : ree A 
Pour réduire &, 2A? étant inférieur à <> nous pouvons : 


1° Réduire la forme d(æ,,æ,) + 2(5ux, + 5væ,)*; | 
2° Remplir les conditions relatives aux ¢, sans nous inquiéter des 1. 


Les transformations adjointes de celles-ci ne modifient pas À. De 
plus, nous remarquerons que / garde la forme (21), a, b, c, det) étant 
modifiés. 

Je dis que o est maintenant réduite; en effet, comme a, = 2°, 


u. est en effet supérieur à un, puisque Ÿ ne peut pas représenter zéro; 
cela entraine 


M3 <— 0, 
et, par suite, 
o> 35 
car cette inégalité équivaut a 
Etat 
a À er 
ce qui est. De même, 
Pr > Un 


car 
10 
<= <— à, 


puisque — $22. Ces inégalités permettent de démontrer que les con- 
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ditions de réduction sont toutes satisfaites : 11, est évidemment le plus 
petit des nombres représentés par la forme u,(æ, + €,,,æ,)? + wa: 
u est le plus petit de ceux que représente la forme 


Ha(Te + Eds + em) + pg (ay + em) + pumts 


si x, 0, cela résulte de l'inégalité u,> (423 et siæ,=0o, cela vient 
de ce que ET Ts) + 2(5U% + 5væ,) est réduite. RE comme 
o> Ua, 1, est le plus petit nombre représenté par 2. Donc o est 
réduite. 

Ce qui précède montre alors qu’on peut, sans que 9 cesse d’être 


réduite, faire varier À en laissant fixes RE, Ros Su, dv, pourvu que 


2h? ne dépasse pas a cela fournit un moyen de prolonger dans la 


région 2 À? < < les faces du polyèdre qui atteignent cette région. 
Donc il est inutile, dans la réduction continuelle, de considérer ies 


valeurs de A, y, v, = telles que le coefficient de a soit inférieur à <3 
ce coefficient étant limité ainsi inférieurement, les raisonnements 
s’achèvent à la manière habituelle : le polyédre a un nombre fini de 
faces. 

La manière dont se prolongent les faces du polyèdre dans la 
région a x montre que ce polyèdre atteint dans cette région la 


frontière du domaine fondamental seulement au point A= u =v =o, 
= =1. Comme les substitutions réductrices laissent fixe ce point, on 
voit que, dans cette région, le polyèdre fondamental est le même que 
celui des substitutions ae ont ce point pour point double. Enfin, le 
polyédre fondamendal n’a qu’un nombre fini de ces nants réels : un et 
un seul pour chaque classe de points rationnels. Il n’y a pas d’autres 
points sur la frontière du domaine fondamental. 


13. Arrivons au cas où la quadrique possède des génératrices ration- 
nelles. | 

Nous allons prouver encore qu’il est inutile de donner à A, 1, v, 7 
des valeurs telles que le coefficient de a; dans 9 s’abaisse au-dessous 


VE 
de =" 
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On montrera comme précédemment que, si cela arrive, on peut, par 
une substitution qui n’altère pas À, mettre f sous la forme (21). Mais 
les opérations que nous avons décrites ensuite pour achever de 
réduire © peuvent ne plus réussir : en effet, la supposition que p, est 
supérieur à un est indispensable dans le raisonnement que nous 
avons fait; or ici, w, peut descendre au-dessous de n'importe quelle 
limite. | 

Cette circonstance ne peut, il est vrai, se produire si / est dépourvue 
de terme en 2; : s’il subsiste un terme en a, dans f après les trans- 
formations indiquées, on peut affirmer que 9 est réduite; les considé- 
rations développées précédemment permettent d’être assuré que les 
formes f équivalentes à la forme donnée pour lesquelles cette circon- 
stance se présente sont en nombre fini : l'inégalité m,> 1, sur 
laquelle nous nous étions appuyés, subsiste ici, bien que à puisse 


V3 


prendre la valeur mozns un, à cause de la nouvelle limitation + adoptée 


pour 2A?. 
Passons donc au cas où /, mis sous la Die (21), n’a pas de terme 
en æ;; nous poserons alors 


(28) b= (26' 2,4 c' x3) £3, 

b’ et c’ étant des entiers; la condition (25) devient 

(29) Su(c.$ip—2b'3y)— 6"; 

cette condition permet d’exprimer facilement 5y en fonction de 54; 
la condition (21) permet de même d’exprimer A7 et 57 en fonctions 


de À, AU, Ky, Sp. Nous trouvons alors pour y.,, u,, .…., 3,5 les valeurs 
suivantes : 


Dien HLH a= 8 À, Es A 3» 
2bb'c — b°c'— bd bc'— b'c pu 


2 ab"? b'? À 
Des a 
+ pny sat (eat svat) 
ti Ms _ 2b'c — bc! ac! v 
Hass Rs eh Begg 8.4 os hs pa Py ge 
TaN b a a? 


LL = 6e N° Lo 
~ + 


nd 


en 6 A te Li | 


FORMES QUATERNAIRES ET FONCTIONS HYPERABELIENNES. 020 
Il peut arriver tout d’abord que 


a (Li 6,2%) + pow 


ne soit pas une forme réduite : alors nous la réduirons, par une substi- 
tution sur x, et tx, ; en même temps, nous ferons une substitution 
sur a, et æ,, destinée à remettre f sous une forme telle que (21); 
la nouvelle forme Ÿ sera certainement du type (28), et plus on aura 


He < P33 


car la nouvelle valeur de 4, est plus petite que l’ancienne valeur de 2X?, 
V3 Es b'2 
ou que “> ou que —; et p, = a oo plus grand que = - La nouvelle 


valeur de 2A? est aussi inférieure à = Nous augmentons ensuite 


chaque variable x; de multiples des variables d’indice plus grand, et 
nous changeons au besoin les signes de deux d’entre ces variables, de 
manière à satisfaire aux conditions relatives aux e. 

Comparons alors &., et us; on a 


cela ne suffit pas à assurer que 


sr: Fer t) + BZ; 


soit une forme réduite; toutefois cela montre que 


par suite, la substitution réductrice se trouve parmi un nombre fini de 
substitutions, que l’on peut écrire dès que l’on connait A; on achèvera 
ensuite, à la manière habituelle, de remplir les conditions relatives 
aux €. Alors © sera elle-même réduite. Il faut remarquer qu’on n'aura 
eu besoin de cette dernière transformation, qui éloigne / du type (21), 
que si a 

pe < Ai < i 
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d’autre part, les nouvelles valeurs de u., et de , sont comprises entre 
la plus grande et la plus petite des anciennes; donc 


ai 
-s> 57 7 > Has 


et de même 
Us > bi; 


on trouve alors immédiatement que 9 est réduite; et elle ne cesse pas 
de l’être si l’on fait varier À? et (54)* en maintenant leur rapport ainsi 


que & - et Re égaux à des nombres fixes, jusqu’à ce que 2A? atteigne 


la valeur vs. 
2 A 


D'autre part, si, après la réduction, f est encore de la forme (21), 


‘ ° A 2 . CES ce 4 2°: LES V3. 
on pourra faire croitre 2(5u)° jusqu’à un, puis 2A” jusqu'à a? ne 
cesse pas d’étre réduite. 
Ainsi, à toute forme © réduite telle que u,< va correspond une 


forme réduite déduite de celle-la uniquement par des variations des 


paramètres, et où 14, = V9: f est resté le même. Donc, il est inutile de 


considérer les cas où wu, s’abaisse au-dessous de cette limite, et les 
raisonnements s’achèvent à la manière ordinaire. 

Le polyèdre a un nombre fini de faces et atteint la frontière du do- 
maine fondamental suivant un nombre fini de portions de variétés à 
deux dimensions, comprenant un nombre fini de points réels. 


14. Dans ce qui précède, on s’est borné aux substitutions de déter- 
minant un, et par suite aux transformations hyperabéliennes droites. 
Si nous admettons les substitutions de déterminant moins un et les 
transformations hyperabéliennes gauches, il suffira de modifier légè- 
rement les conditions de réduction : nous rendrons positifs Eu Eos 
ete,,,, au lieu de nous borner aux deux premiers : la réduite est de nou- 
veau uniques sauf, comme toujours, dans des cas limites sans impor- 
tance. Il n’y a absolument rien à changer à nos conclusions sur le 
polyèdre fondamental. 


Sn Von. it mn dat É dés 


NE PRE RC rt sad ee | à à en 
1: \t { re H rx ; 
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15. Nous avons maintenant à étudier la nature des singularités 
des fonctions théta-hyperabéliennes aux points du contour du 
polyèdre fondamental qui sont sur la limite du domaine fondamental. 

Nous supposons que notre quadrique est mise sous la forme (7); un 
des polyèdres fondamentaux a sur son contour le point 


Li = Li T3 = O0, Cee 


si } peut représenter zéro, ce polyédre contient aussi une portion des 
deux génératrices rationnelles qui se coupent en ce point. 
Nous ne laisserons pas } sous une forme entièrement quelconque ; 
mais si 
DA, @) = (Aa, + Baz) (Ala. + B' 23), AB'— A’B>o0, 


nous ferons un changement de variables tel que 


A2o, ASSO: B20, DE: 


Pour cela, nous choisirons deux nombres entiers « et y premiers entre 


eux tels que . 
Ao+By2Zo, A'a+ B'y<So, 


ce qui est possible d’une infinité de manières; si alors 8 et à sont des 
entiers tels que 
' ad — By =1, 


nous prendrons l’entier À assez grand pour que 


A (6 + Aa) + B (0 + Ay)Zo9,. 
Al(B + ka) + BY(d + dy) S05 


ceci fait, les conditions imposées aux coefficients seront remplies si 
l’on remplace a, et #, par des variables y, et y, telles que 


La HVo+ (B — da) ys, 
H3== YYa+ (0 — Ay) ys. 


* 


En rétablissant la notation de la formule (7), nous posons alors 


Ad, + Bæ; + A'x; + B'x;. 
ff per M se à fa TS 
re oa li 


6 
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il est clair que les coefficients de & dans Ë et dans n seront positifs si 

les coefficients de dans . et dans 2 sont aussi positifs; il suffit 
1 1 


mème que l’un de ceux-ci le soit, pourvu qu'il soit assez grand. 

Nous savons que, dans la série thêta, on prend comme variables 
deux fonctions homographiques Ë et n' de E et de n, de manière que 
le domaine fondamental se compose du système des intérieurs de deux 
cercles. Si £,, Mn, E,, yj, sont les transformés de &, n, £’, n’ par la 
n*™° substitution du groupe, la série est - 


gl a 
O(E,n) = IR (En) es] 


Die yah) 


où R(&’, 7’) est une fonction rationnelle bornée dans le domaine 
fondamental, et où l’entier & est au moins égal à deux. Ceci s’écrit 
encore ; 


* 


DCE mL |” | ees er nel 
— DRE 2 Enr Na) Gn Pia) De RARE De 
one) TES | [rer] ees 


Le dernier facteur ne dépend pas den et peut se mettre en facteur 
commun; 1l est rationnel. Le produit des deux premiers facteurs est 
une fonction rationnelle de £ et de 1, où l’on a remplacé ces variables 
par 6, et n,. Le facteur intermédiaire est égal à un pour les transfor- 
mations droites qui ont le point double æ,= æ,—=æx,—=0, æ,=1. 
Parmi celles-ci, se trouvent celles qui consistent à augmenter a, et æ, 
chacune d'un multiple de dx,, x, se transformant de manière à repro- 


. e +. TX æ 
duire la forme donnée. Cela nous montre que, si — et — ont leurs 
1 ed | 


coefficients de ¢ positifs, 


Sit 


= 38 D(é, n) l# = ae ey rats Bars) 
(30) O(é, n= re | > ~ Axe“ 1 y 5 
a=1 it 


Il peut arriver que les coefficients de i dans - et dans “ ne soient 
1 7 1 
pas positifs dans tout le polyèdre fondamental des substitutions qui 


conservent le point (0, 0, 0, 1) (§ 8). Mais, si la forme | ne peut pas 
représenter zéro, on pourra trouver un nombre fini de changements 
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de variables tels que, dans toute partie de ce polyedre, les variables = 


1 
et = de l’un d’eux au moins aient leurs coefficients de z positifs; on 


peut même, si l’on veut, utiliser des changements de variables à 
coefficients fractionnaires. Si la forme | peut représenter zéro, on 
arrive au même résultat, bien que les parties imaginaires de € et de 
soient quelconques dans ce polyédre, grace 4 ce que les facteurs de 
décomposition de Ÿ sont à coefficients entiers. 

Donc, les fonctions hyperabéliennes se comportent, même au voisi- 
nage des points singuliers, comme des fonctions rationnelles de deux 
variables convenablement choisies. Donc, trots d’entre elles sont liées 
par une relation algébrique. 

Comme le point (0, 0, 0, 1) ct les points des deux génératrices, 
rationnelles ou non, qui s’y coupent sont des points singuliers de ces 
fonctions; comme, d’autre part, les transformés par le groupe d’un 
point réel forment un ensemble dense dans tout le domaine réel, on 
voit que le prolongement analytique de ces fonctions hyperabéliennes 
s’arréte à la frontière du domaine fondamental: ces fonctions sont done 
uniformes partout où elles existent. 


—--_———— 000 S————____— - 


Anu, Ec. Norm., (3), XXXII. — Novemare 1916, 42 


En 


. Lo tte D = Bee OF 


ah OS . D. TUE 
V\ 


4 


— eg Ve TY Ce eS Se ee 
NY à LA | 


SUR LES GROUPES 


DES 
TRANSFORMATIONS SEMBLABLES ARITHMÉTIQUES 


DE CERTAINES 


FORMES QUADRATIQUES QUINAIRES INDEFINIES 


ET SUR LES 


FONCTIONS DE TROIS VARIABLES INDÉPENDANTES 


INVARIANTES PAR DES GROUPES ISOMORPHES AUX PRÉCÉDENTS, 


Par M. Georces GIRAUD. 


Se —— 


1. Le but du présent Mémoire est de compléter certains points d’un 
travail antérieur (') où étaient considérés en particulier des groupes 
analogues au groupe des transformations du premier ordre des 
périodes normales des fonctions abéliennes de genre deux; ces 
groupes proviennent des transformations semblables arithmétiques 
de formes quadratiques quinaires avec trois carrés positifs et deux 
négatifs. Les résultats essentiels du présent Mémoire peuvent 
s’énoncer ainsi : 


On peut prendre pour polyedre fondamental de ces groupes un 


polyédre qui n’a qu'un nombre fini de points reels; ce polyedre n’a sur 
son contour des points imaginaires de la surface 


GG'— Ie = 0 


© 


(1) Thèses de la Faculté des Sciences de Paris, 1916, et Annales de l'École Normale 
supérieure, 1915, particulièrement Chapitre VII; plusieurs emprunts seront faits aux 
notations de ce travail. 


~ 
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que sila forme quadratique considérée, égalée a zéro, represente une 

quadrique de l’espace à quatre dimensions qui a des génératrices rectt 


lignes rationnelles. 


Les génératrices que nous nommons rationnelles sont celles dont 
les trois équations sont a coefficients rationnels. 


Les fonctions invariantes par un de ces groupes, et qui sont formees a 
Q oF “ + 4 
l'aide de séries théta, sont liées quatre à quatre par des relations algé- 


briques. 


Les méthodes employées dans ce qui va suivre sont tout à fait ana- 
logues à celles qui ont servi dans un autre travail (‘) pour la question 
correspondante relative aux formes quaternaires et aux fonctions 
hyperabéliennes. 

2. Avant de commencer la démonstration des résultats précédents, 
nous allons revenir rapidement sur la méthode qui nous avait servi (*) 
à voir que le prolongement analytique de ces fonctions invariantes ne 
peut pas sortir du domaine (I). 

Tout d’abord, démontrons qu’au voisinage de tout point réel de la 
quadrique 


(1) f (21, Toy Lys Lys Zs) — 0 


se trouvent une infinité de points qui n’appartiennent à aucune géné- 
ratrice rationnelle de la quadrique, et dont les coordonnées, sans être 
rationnelles, appartiennent à un même corps quadratique. Nous 
n’avions pas insisté sur ces deux faits, indispensables pour la rigueur, 
que les points ne sont ni rationnels ni sur des génératrices ration- 
nelles. | 
Nous pouvons admettre que f a un terme en x? : soit a son coeffi- 
cient. Si alors æ,, æ,, æ,, æ, sont entiers, et si a, est déterminé 
par l'équation (1), x, ne peut être rationnel que si son dénominateur 
est a ou un diviseur de a. Or, soient &,, &,, £,, &,, Ë, les coordonnées 


(1) Annales de l'École Normale, 1916, p. 303. 
(2?) Thèse, Chap. VIE n°4 


TENTE 


noe. TT 
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du point dont il s’agit d'approcher : 
WE bs, Es, by, és) 0: 


On peut évidemment supposer que ces nombres ne sont liés par 
aucune relation linéaire à coefficients entiers: sinon, on les rempla- 
cerait par des nombres voisins. Soit e un nombre positif quelconque, 


: és! : 
plus petit que — 3 hous pouvons trouver cing entiers æ,, 22, 25, 
x,, x; tels que 


¢ 


| Dés a th > <QE; 

| | Trés — X52] <e, | 233; — ds] <e, | 2,Es— r5E,| <8. 

D’ ti = bp 2 \ be 
autre part, pour l’une des racines de l’équation (1), où l’on a 


remplacé x,, £;,%,, x; par les valeurs qui satisfont aux conditions (2), 
on a, dès que ¢ esl assez petit, 


Ftiés— 5E,|< ke, 


k ne dépendant que des € et des coefficients de f. Il est alors visible, 
d’après la première équation (2), que, si € est assez petit, æ, ne saurait 
être une fraction de dénominateur a, puisque, pour ces fractions, 


: . D FD : € . 
bar Es AAC] serait forcément supérieur à a am Donc x, estirra- 


tionnel. Le point (x,,æ,,æ,, æ,, æ,) n’est donc pas rationnel; il 


n'appartient pas non plus à une génératrice rectiligne rationnelle : 


car, x, étant la seule coordonnée irrationnelle, les équations de cette 
génératrice ne devraient pas contenir a,, ce qui ne s’accorde pas avec 
la présence d’un terme en a; dans f. Notre proposition est dé- 
montrée. | 

Dans la suite de la même démonstration du travail précédent, nous 
avons exécuté sur æ,, Æos Lys y, x; une transformation linéaire de 
déterminant wn, à coefficients entiers, de manière à mettre le point 
précédent sous la forme (0, 0, 0, §,, 6,). Nous avons avancé alors que 
la forme f (0, 0, 0, &,, æ;) est indéfinie; nous aurions du ajouter que 
son discriminant n’est pas carré parfait, point indispensable pour la 
suite. On le démontre facilement ainsi : cette forme n’est certainement 


« 
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pas définie, puisqu'elle s’annule pour æ,= Ë,,æ,= 6. Il reste done 
quatre cas à examiner : 


1° La forme est indéfinie, son discriminant n'étant pas carré 
parfait; 

2° La forme est indéfinie,-son discriminant étant carré parfait; 

3° La forme est le carré d’une forme linéaire; 

4° La forme est identiquement nulle. 


Or, la deuxième hypothèse et la troisième sont a écarter, car elles 


: : fee ‘ : “5 
entraineraient que = soit rationnel, ce qui n’est pas. La quatrieme 


1 ° . + 
hypothèse ne convient pas davantage, car le point (0,0, 0, &,, &;) 
serait alors sur une génératrice rationnelle, la génératrice 


XL, = Lo — Lg — O. 


La première hypothèse a donc forcément lieu, comme nous voulions 
le démontrer. 


3. Ce point réglé, venons maintenant à la démonstration des vérités 
annoncées en commençant. Pour former le polyèdre fondamental de 
nos groupes, nous allons appliquer la méthode de la réduction conti- 
nuelle, qui a déjà été employée avec succès dans les questions ana- 
logues. Nous prendrons les conditions de réduction de MM. Korkine 
et Zolotareff. | 

Soit F(A, uw, v, t, x) la forme quadratique considérée; nous suppo- 
serons que c’est l’adjointe d’une forme f(x,,æ,,æ,,æ,,æ,), de discri- 
minant A, et à coefficients entiers; la forme / existe toujours, si l’on 
a pris tout d’abord la précaution de multiplier tous les coefficients 
de F par un entier convenable. En supposant que A, u,v, %, x soient 
des nombres complexes tels que 


(3) F(A, PV, TT, ¥) =0; 


oF - OF oF OF oF 
(4) Wie rea i a On Bree ey <0, 
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nous considérons, à la suite d’Hermite, la forme définie 


OF at or 2a or ti oF or 
Voie T + #9 — 
’ i OK Op. °Oy 07e ÿ i) 
(5) Q(X, Lo. Ly, Ly, Ls FRS Ag 4 À e cee Paves Ty, À x Ci, Xs 3) 


+ 2norme (Ax,+ Uri VTs+ Ta, + x25), 


dont nous avons a faire la réduction continuelle. 


4. Supposons que cette forme 9 soit réduite pour certaines valeurs 
de À, pe, v, %, x; et supposons que les points de la quadrique (3) pour 
lesquels elle est réduite aient pour point d’accumulation un certain 
point réel de la même quadrique : ce point a pour coordonnées 
(0, 0,0,0, 1), et par suite F n’a pas de termes en x?; la démonstration 
se fait comme pour les formes quaternaires, nous ne les recommen- 
cerons donc pas. 


5. Supposons maintenant que les points pour lesquels est réduite 


| aient pour point d’accumulation un point imaginaire de la surface 
; MAES AE DELL 


DOME NE MT os 


Alors la quadrique admet la génératrice rectiligne rationnelle 


(6) | MN =O, 


iY 


ea LY 


et le point imaginaire est sur cette génératrice : la démonstration est 
encore analogue a celle du fait correspondant pour les formes quater- 
naires. | 


6. Ceci nous amène à porter notre attention sur les points et sur les 
génératrices rationnels de nos quadriques de l’espace à quatre dimen- 
sions. On sait que ces quadriques ont toujours des points rationnels. 
Demandons-nous comment nous reconnaitrons si elles ont des géné- 
ratrices rationnelles. 

Supposons que la quadrique 


| 


(7) f (a1, Lay Las Ly, Ly) == 0 


RL For” 0° - e LS Se 
Lol _ - - 
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. 


admette une génératrice rationnelle. Sur cette génératrice, nous pou- 
vons évidemment trouver une infinité de points rationnels; choisis- 
sons-en un. Par une transformation linéaire à coefficients entiers 
de déterminant un portant sur æ,, 2, æ3, æ,, Ys, NOUS pouvons faire 
en sorte que ce point ait pour coordonnées 0, 0, 0, o, 1. La quadrique 
prend la forme 


2(ar, + ba, + cr, + dxy)r5+fi( 21, Lr, Ly, T,) =O. 


Par une nouvelle transformation de méme sorte, portant sur les 
variables æ,, 7,, æ,, 2, seulement, nous pouvons ramener cette équa- 
tion à 

2ML Los + fa( Lis Lo, Lay Li) = 0; 


mettons en évidence tous les termes qui contiennent æ,, nous obte- 
nons une équation telle que 


(8) æ(ar; + 2 br, + 2cXr3;+ 2dx,+ 2mae;) + U(xe, 23, 2,) — 0, - 


a, b, c, d n’ayant pas le même sens que plus haut. Or, par le 
point (0, 0, 0, 0, 1) passe par hypothèse une génératrice ration- 
nelle. Les équations de cette génératrice ne contiennent pas 2;, puis- 
qu'elles sont vérifiées pour le point (0, 0, 0, 0,1). On peut done en 
tirer les valeurs de trois des variables a,, a2, 73, x, en fonction de la 
dernière æ;. Il est sûr que zn’est pas égal à un, sans quoi, après sub- 
stitution dans l'équation (8) des valeurs obtenues, le terme en x, x, 
ne serait pas nul. Alors, si par exemple ¢ — 2, les équations de la 
génératrice sont 
Ve TF Lidl. ds = DÉS 
car si 
> ét a; 1 * 9, 


on pourrait résoudre en fonction de a,, ce qui n'est pas. « et B sont 
rationnels, Or, on a évidemment 


gr, @, 6B) = 03. 


la forme peut donc représenter zéro. 


a 


VS Te ” 
d \ } 
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Réciproquement, si la forme | peut représenter zéro, une infinité 
de génératrices rationnelles passent par le point (0, 0, 0, 0, 1). 

Ainsi pour que, par le point (0, 0, 0, 0,1) de la quadrique (8), il 
passe une génératrice rationnelle, il est nécessaire et suffisant que la 
forme Ÿ puisse représenter zéro. 


7. Je dis maintenant que si une de nos quadriques contient des 
génératrices rationnelles, il passe une telle génératrice par tout point 
rationnel de la quadrique. | 

Mettons, en effet, la quadrique sous la forme (8). Si le point 
rationnel considéré est tel que 


G1— 0; 


il est sur la génératrice rationnelle 


Si maintenant 


(TER) 
ce point est sur la génératrice 

Eo 
Ly — ZE Li + bit, 

61 

és 
Ce 7 æ + bat, 

21 
É tea gb + bt 
RW fl 4° 

Et 

ë 


x D di + bt; 


4, dans ces équations, représente un paramètre ; D, b,, 6, sont des 


nombres rationnels tels que 
Y(Ba ds, b,)= 0; 


quant à b,, il est pris de manière à annuler le coefficient de æ,4 dans 
le premier membre de l'équation (8), quand ony substitue les valeurs 
précédentes : c’est aussi un nombre rationnel. 
Done, pour que la quadrique contienne des génératrices rationnelles, 
Ann. Ee. Norm., (3), XXXII. — Novemsre 1916. 43 


RÉ. 
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il est nécessaire et suffisant qu'après l'avoir mise sous la forme (8) la 
forme Ÿ puisse représenter zéro. | | 


8. Parmi les substitutions semblables d’une forme quadratique 


(9) f(&1, La, La, dits) = Li(a ti +2bti+20T3+ 2d2,+2mx;s) +U(L2, 23,2), 


considérons en particulier le groupe de celles qui n’alterent pas le 
point (0, 0, 0, 0, 1). | 
Soient 


(ro) Xi= Aj, + bita+ cit + dit, + ets (t=1, 2, 3,4, 5), 


les formules qui définissent la substitution; il est tout d’abord évident 


que 
=== ti 07 


et par suite que 
Es ETS 


En considérant alors les termes qui contiennent x;, nous trouvons 
b,=¢,=a,=0, A — EG. 
Il en résulte immédiatement que 


Xo= 6,2%.+ Cols + dd, 
(11) X20, 2, + C3 %3-+- a3X;,; 
re D, Xi + br ts a,x, 


est une transformation semblable geubtsotiq ta, de déterminant un, — 
de la forme . 

Réciproquement donoons-nous une transformation semblable arith- 
métique (11), ‘de déterminant un, de la forme v, et demandons-nous 
à quelle condition il lui correspond une transformation (ro) de la 
forme f. Si l’on prend a,, a,, a, arbitrairement, on trouvera pour @,, 
b;,¢;, ds des fractions de dénominateur 2m. On désire que ces frac- 
tions se réduisent à des entiers : cela entraine qué dg, a,, @, satisfassent 
à certaines congruences suivant le module 2m. Ces congruences 
pourront n’être compatibles que si les coefficients de la transfor- 
mation (tx) satisfont eux-mêmes à certaines anon grusnons suiyant le 


(12) = 6,5 4,= b, 


FORMES QUINAIRES ET FONCTIONS DE TROIS VARIABLES. 339 


module 27; en particulier, à cause de la transformation unité, elles 
seront compatibles si 


b=ca=d,=1; C2 d= b= d= b, =c,=0 (mod 272). 


Ainsi, les transformations (11) qui nous sont utiles forment un sous- 
groupe a congruences du groupe général des transformations semblables 
de Y, Ce sous-groupe est donc d’indice fini, d’après une remarque géné- 
rale de Poincaré (*). a, ete, devront être tels que la transformation (10) 
obtenue corresponde à une transformation (T): c’est-à-dire qu'ils 
seront égaux awn si la transformation (11) correspond à une substi- 
tution fuchsienne, et à moins un dans le cas contraire. 

Considérons maintenant deux transformations (10) différentes qui 
correspondent à la même transformation (11), En faisant suivre l’une 
de li inverse de l’autre, oh arrive à une transformation où 


LC O, Um 0; S10, = dy = Cl 
Étudions les transformations de cette sorte. Les valeurs de as, b,, 
c;, a, résultent nécessairement de celles de a,, a;, a, : elles doivent 
être entières. Or si, pour deux de ces transformations, a,, a, et a, ont 
les valeurs a), a,, a, et a), a, a, respectivement, dans le produit ils 
ont les valeurs a, + a), a! + a!, a, +a). Désignons alors par @; la 
plus petite en valeur absolue des valeurs non nulles de a, dans l’en- 
semble des systèmes de valeurs possibles de a,, a;, a, : a, sera le 
plus grand commun diviseur de toutes les valeurs possibles de a,. Soit 
a,, a, un des systèmes de valeurs de &,, a, qu'on peut associer à a. 
Nous nommerons maintenant a; la plus petite en valeur absolue des 
valeurs non nulles de a, dans les systèmes de valeurs de a, a,, a, où 
dao. a estle plus grand commun diviseur des valeurs de a, dans ces 
systèmes; soit a, une des valeurs de a, qu'on peut lui associer. Enfin, 
nous RATE a; la plus petite en valeur absolue des valeurs non 
nulles de a, dans lag systémes de valeurs de a,, a3, a,, où a, =4,= O. 
Il est évident que le système le plus g général de valeurs de dy Ay, A, 


© (1) Les fonctions fuchsiennes et l’arithmétique (Journal de Mathématiques pures et 


appliquées, 4° série, t. III, 1887). 
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est 

His, 
(13) aj=aa,+Ba;, 


’ " 772 
\ & = aa, + Bai + VAE 


où a, 8, y sont des entiers arbitraires. a, a;, a; sont des diviseurs 


de 2m. 


9. Nous pouvons maintenant trouver les substitutions fondamen- 
tales du groupe des substitutions semblables qui conservent le 
point (0, 0, 0, o, 1). Pour les former, nous prendrons d’abord les 
substitutions fondamentales, en nombre fini, du sous-groupe utile 
des transformations semblables de }. A chacune d'elles nous asso- 
cierons une substitution (10) bien déterminée. Aux transformations 
obtenues, il va nous suffire d’adjoindre, parmi celles de la forme (12) 
avec les conditions (13), les trois qu’on obtient en faisant successi- 
vement 


MEN == 0; Brake mya 0s peas af és ae 


Profitons maintenant de cette connaissance pour former le polyèdre 
fondamental du groupe correspondant de transformations (T). Au 
moyen d’une substitution linéaire à coefficients réels quelconques 
effectuée sur æ,,æ,,æ,, mettons | (x,,x,,2,) sous la forme y, y,+7?; 


posons encore 
; Ji Lis 


Js= AL +202 + 20cr3 +2 dx; +2mars; 


la forme quadratique / devient y,y; + 7:y,+ y}. Posons encore 


à nos transformations semblables de f correspondent des transfor- 
mations (T) sur les y, ou sur g, A, 9’. 

Prenons d’abord les variables G, %, G’. Les substitutions qu’elles 
éprouvent dépendent seulement des transformations (11) qui corres- 
pondent aux substitutions semblables considérées. Posons 


n=, ese te, Yi=—0@, 
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nm g 4 7 
Le nombre complexe 3 éprouve, par ces transformations, les sub- 


stitutions fuchsiennes étudiées par Poincaré ('). Il faut même 
remarquer qu'il éprouve en outre des substitutions qui échangent 
les deux moitiés du plan de la variable complexe, ce qui rend 
nécessaire de considérer deux nombres imaginaires conjugués 
comme formant un seul élément (?). Peu importe, nous savons former 
le polygone fondamental d’un groupe de cette sorte : il est limité par 
des arcs de cercles en nombre fini ayant leurs centres sur l’axe réel; 
le polygone n’a aucun point commun avec l’axe réel si la forme J ne 
peut pas représenter zéro; dans le cas contraire il a un nombre fini 
de points sur cet axe (sommets paraboliques). 

Ayant le polygone fondamental de la variable + nous n’avons qu’à 
poser 

G=p ar = gr, 


G, %, G éprouvent précisément les transformations que nous avons 
en vue : par suite, pour ce qui regarde ces variables, le polyèdre fon- 
damental est l’ensemble des systèmes de valeurs qui correspondent 


aux points - du polygone fondamental. Ce polyèdre est défini par un 


nombre fini d’inégalités telles que 
(14) aG + 2B 5K + yG'> 0; 


sa section par la surface 
GG’— KH? = const. > o 
est tout entière à distance finie si la forme ne peut pas représenter 
zéro; dans le cas contraire, à chaque point réel du polygone fonda- 
mental de : correspond un point à l'infini. 
Un point quelconque de l’espace étant donné, une infinité de sub- 


—————— 


(1) Loc. cit. 
(2) Des groupes de cette sorte ont été considérés par MM. Fricke et Klein (Yorlesungen 
über die Theorie der automorphen Functionen). 
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= 


stitutions (11) l’'aménent à satisfaire aux inégalités (14): ces substi- 
tutions different entre elles uniquement par une substitution (12). Or 
cette dernière peut être choisie, et en général d’une seule facon, de 


ce : ; Ds ape ¢ 
manière que les parties réelles de —, =; — deviennent, en valeur 
Ti By By 
a a 
absolue, respectivement inférieures p Lael SE | lat, | eae, Nous achevons 


de former le polyedre fondamental en it aux inégalités (14) 
trois inégalités de la forme | 


QUE La Go+ 28 Hy + 7 Go <i. 


Ce polyèdre a des points communs avec les domaines (III) et (IV). 
Il y en a à distance finie, qui n’interviennent pas dans les raison- 
nements qui vont suivre. A l'infini, si la quadrique n’a pas de géné- 
ratrice rationnelle, il n’y a que le point réel (0, 0, 0, 0, 1). Si la qua- 
drique contient des génératrices rationnelles, il y a en outre tous les 
points qui satisfont à un système d’équations telles que 


M=0,  Ay:+2By:+Cy,=o, B?+ AC — 0, 


ou à un nombre fini d’autres systèmes pareils : ce sont d’ailleurs les 
points de certaines génératrices rationnelles de la quadrique /, pis 
par le point (0, 0, 0, 0, 1). 

Notons que toutes les transformations semblables arithmétiques 
de f qui laissent inaltéré le point rationnel (&,, &, &,, £,, ,) laissent 
également sans changement l'expression 


+ Of x of of Se us of 
(16) norme (& Ox; Ee se ls RS “Ids On, + é; ir). 


_ 10. Bornons-nous maintenant au cas où la quadrique contient des 
génératrices rationnelles : ce que nous avons fait pour les transfor- 
mations qui n’altèrent pas un point rationnel, nous allons le recom- 
mencer pour celles qui font revenir une génératrice rationnelle donnée 
sur elle-même. 


Nous pouvons, par unesubstitution linéaire de déterminant un, faire 
en sorte que la génératrice ait pour équations , 


(17) NU === 0, 


‘peek Jee 


—_ See oA. ds 


| 
| 
E 
4 
| 


bé 


donc 
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et la quadrique 


(18) f= 2,(ax,+ 202, + 2cx,+ 2dx,+ 23) 
“+ de(0 rat 2c'æ +od £,) + CRT = 0; 


Les ae (10) Trent encore nos transformations. Nous 
trouvons tout d’abord que 


Oye Oy dys ey as, d, = e, ='0% 


par suite 
de; da = be Eu, 


Égalons à zéro les coefficients de æ,æ, et de v,., dans la forme 
déduite de / par substitution des X aux x; nous constatons que 


Ci —= == (D 
Egalons à 2d, 2m, 2d’, o les coefficients de x&,x,, æ,x,, æ,x,, LyX; 
respectivement : 
d 
a= e(d— nm 4) 


A ie roule d;— ed(d, mo 
d'm 


Or ces valeurs doivent être entières : donc d,, e,, d;, e; doivent 
satisfaire à certaines congruences suivant le module d'm; ces con- 
gruences sont en particulier satisfaites si 


d,=¢;=1, . &=d;=0 (mod d'm). 


En tout cas, on voit que 


a,6,—a,b,=8; 
Cy— I: 


Avant d'aller plus loin, on peut remarquer que, pour les transfor - 
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mations qui correspondent aux transformations (T), 


Figs i A DE 


en effet, dans le cas contraire, le signe de la partie imaginaire de = 


: ; ; 
serait changé; et, pour changer f en yYiY:+Y2Ya FY;s OD peut 
prendre | 

Li V1; La — Va) T3 — V3 
Ji de A ae 0) a V¥s— ay — 2bY,.— 2Cy3— 2424, 


LEE EE = 


A. od! 2m 


Le signe de G serait donc changé aussi : or, il ne doit pas l'être 
pour les points du domaine (1) et les transformations (T). Nous sup- 
poserons donc désormais que € = 1. . 

Passons maintenant aux coefficients de x°, æ,, æ,æ,, que nous 
devons égaler aa, b, b' respectivement; on trouve : 


( 2(da; + d'a;)a,+ 2ma,a; = À, 
(19) 2(db,+ d'b,)a,+ 2mb,a;+ 2(da,+ d'a;)b,+2ma;b;=B, 
2(db,+ d'b,)b,+ 2mb,b;=C; 


on a du reste pour A, B, C des valeurs qui ne dépendent que des coef- 
ficients a,, b,, a,, b,, déjà déterminés, et de a,, b,. Regardons dans 
ces équations les lettres a,, a;, b,, 6; comme représentant les 


inconnues. Les quatre déterminants déduits du tableau des coefficients 


sont égaux respectivement aux produits de 8d’m par les quatre 
nombres 
da,+d'a,, ma, db,+d'b,, mb,; 


leur plus grand commun diviseur est done le produit de 8 d'm par 
celui de ces. quatre nombres, c’est-à-dire par celui de d, m, d': 


soit 8d'mé ce plus grand commun diviseur. Comme il est évident que 


tous les déterminants du second ordre déduits du tableau sont divi- 
sibles par 45, nous voyons que la condition nécessaire et suffisante 
pour que les équations (19) aient une solution est que A, B, C satis- 
fassent à certaines congruences suivant le module 2d’m; et ces der- 
nières congruences sont en particulier satisfaites ‘par la substitution 


Sa un Dh où db 


PS eT ee ee A 
; +” 7 sd wa 
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unité; elles le sont donc si 


(20) d,= e;=1, d3= b3= d;,=e,=0 (mod2d'm). 


En considérant les coefficients dex,æ, et de x,%,, pour déterminer c, 
et c;, nous arrivons à la même conclusion: les coefficients d,, e,, d,,e, 
doivent satisfaire à certaines congruences (mod2d’m), qui sont en 
particulier satisfaites dans le cas des relations (20). 

Ainsi il existe des substitutions qui font revenir la génératrice con- 
sidérée sur elle-même : par ces substitutions, le nombre complexe 


4 


subit les transformations d’un certain sous-groupe à congruences du 
groupe fuchsien arithmétique. 


. . ‘ x : x à 
Si l’on considère deux de ces transformations où = se transforme 
1 


de la même façon, on aura la seconde en faisant suivre la première 
d’une transformation telle que (') : 


‘ 


i Nr Tr, 
X.= Lo; 
(21) Xs = dti + bite + 23, 


| Xe — Ay XL, + b,Xo + C, La + Lys 
| De a; Li + b:x3 + C3 la + Xs. 


Or, pour cette dernière, nous avons les conditions : 


2d a,+2mas = — 36 da — Ca, 

d'a, + db,+mb;=— c'a;s—c b;—c'azb;, 
2d'b, —— 2c'b,;—c" D3, 
dc,+ me; =— c' as, 
Gey =—c"b,. 


Si, en particulier, 


on aura 


m — — = —— a 
MAS ENT ss 0, =O; DV 6,6 —— 0, 


(1) ILen sera ainsi si &, 04, a2, La ont chacun la même valeur dans les deux trans- 
formations. S'ils peuvent avoir des valeurs opposées, il-faut prendre en outre des substi- 
tutions où X4 = — 7%, Xo = — Do. | 

Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Novempre 1916. 44 


« POSTES DL 
a 
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y étant un entier arbitraire. Or, dans le produit de deux transfor- 
mations (21), les valeurs respectives de a, et de b, sont les sommes 
de leurs valeurs dans les facteurs; cela nous montre d’abord qu’on 
peut prendre pour valeurs les plus générales de a, et de b, des expres- 


sions de la forme 
as; — ay, 


bb; + pb, 


ket x étant des entiers arbitraires ; ensuite que, si l’on a une des sub- 
stitutions (21) où a, et b, ont un système de valeurs données, on a 
toutes les autres en faisant suivre celle-ci de la substitution (21) la 
plus générale où a, = b,=0. 

Nous avons ainsi obtenu toutes les substitutions cherchées. Nous 
. pourrons déterminer d’une manière et d’une seule a,, b,, a,, b,, ou 


Lo . 
d,, €;, ds, es, pour que z,’ OU 8; appartienne au polygone fondamental 
de notre sous-groupe fuchsien arithmétique, défini par des inégalités 
comme 
(22) | aggo+ B(S + So) +770; 


on déterminera ensuite À et & de façon à avoir 


( | 24 30 + X19 %3|< | a5 | 21240, 


2| Li Tao — Lio Ts] <| 05 || 21220 — LioT2] ; 


(23) 


enfin on déterminera v de façon que 


; m 
(24) titi + LyX) < Bed ody 


Les inégalités (22), (23), (24) déterminent le polyédre fondamental 
du groupe de ces substitutions ('). 
Toutes ces substitutions laissent invariante la quantité 
Li Loy — Lio Xo. 
$m eeeseSsSesssSsssseF 


(1) Toutefois, s’il y [a une substitution où X;=—.2,, Xo = — 70, il faut ajouter une 
condition supplémentaire. 
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Soit g = g, un point réel quelconque du polygone fondamental de g. 
Le point (0, 0, 0, 1, g,) est un point rationnel de la quadrique f=o. 
Nous allons considérer la partie du polyèdre qui, en plus des condi- 
tions (22), (23), (24), satisfait en outre a toutes les conditions 


25 | ayo — Ly Xo| 

+ Gia ome Ae 
SÉPARÉMENT AT TONER TT 

où x est un nombre positif donné, et encore à la condition 

of of of of 


+ Lio + Lio = 
ee nas 


rs) 
AOL 0 Ox 
%4 sb, 


CEA 


b étant un autre nombre positif : on reconnaît, et c’est ce que nous 
voulions faire remarquer, que les points de cette partie du polyèdre 
qui sont dans le domaine (III) sont exclusivement les points de la 
génératrice rationnelle qui satisfont aux conditions 


a(dx,+ mas) (dr; + MX;0) : 
— Bd'[dx,+ mas) ty) + (dtio+ mx) x,] + yd? x, 24> 0, 


et aux conditions analogues provenant des inégalités (25); il n’y a 
aucun point réel. 

Si l’on avait pris une génératrice rationnelle qui contienne les deux 
points réels, rationnels si l’on veut, 


(Ei; Eo, Es, és, Es) et (ET Na, N3, Nyy Ns)» 


les substitutions qui conservent cette génératrice conservent aussi 
lexpression 


(SE + +e + +) 


10% 0%; Be 0% OX: 


( of of of of of ) 


Naa + gt Os 
m1 OX 9 "a GED * Oso “0x 


of of of OF hee 2) 

x (i OX 49 ah IX + bs 030 + ét OX 40 ss 
i of ia sf ae od. )- 

a (m1 52 Deere ogy. day. day 


(26) | 
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11. Revenons maintenant à la formation du polyèdre fondamental 
du groupe de toutes les transformations semblables arithmétiques de 
la forme f. Nous pouvons donner ce polyèdre avec les variables x; de 
la forme donnée, ou avec les variables À, u,v, x, x de la forme adjointe; 
on passe de l’un des systèmes à l’autre par les formules 

ele wads Je LE rat, reel! 


On dae Da, 


Bien entendu, nous pouvons prendre aussi les variables g, A, g”. 

Nous dirons que deux points rationnels de la quadrique appar- 
tiennent à la même classe s’ils sont transformés l’un de l’autre. par une 
de nos substitutions. S’il y a des génératrices rationnelles, nous 
dirons de méme que deux d’entre elles appartiennent a la méme classe 
si elles sont transformées l’une de l’autre par une de nos-substitu- 
tions. 

Le nombre de classes de points rationnels est fini. En effet, si deux 
points appartiennent à la même classe, on peut mettre la quadrique 
sous la même forme (10), en amenant à volonté l’un ou l’autre d’entre 
eux au point (0, 0, o, 0, 1); et réciproquement. Ainsi les valeurs de a, 
b, c, d,m et les coefficients de Ÿ caractérisent une classe de points 
rationnels. Or le discriminant de fest égal au produit par m? de celui 
de}: il ya donc un nombre fini de valeurs de m possibles; puis a, 
2b, 2c, 2d peuvent être supposés tous inférieurs à m en valeur 


absolue : il n’auront donc aussi qu’un nombre fini de valeurs pos- 


sibles; enfin, Ÿ peut être une forme réduite : pour chaque valeur de m, 
cela fait également un nombre fini de formes Ÿ possibles : notre asser- 
tion est donc justifiée. 

On peut démontrer d’une manière analogue que le nombre de 
classes de génératrices rationnelles qui existent sur une quadrique 
donnée est fi | 

| 

12. Avant de distinguer deux cas, suivant que la quadrique donnée 
a ou n’a pas de génératrices rationnelles, faisons une remarque qui 
s'applique dans ces deux circonstances. 

Tout d’abord, la forme 


(27) (tira, 25) (200, +2b a, +acrs + 2dx,+- ML) 2; + (re, ds, di) 


L + 


— a. 
\ res) i 
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a pour adjointe 


(28) F(A, p, v, 2, x) =A(AA+ 2Bu+ 2Cv+2Dr —2adx)—a@W (pn, v, 7); 


A, B, C, D sont des entiers faciles à calculer; W et 6 sont la forme 
adjointe et le discriminant de ¥. 

Dans ce qui suivra, nous aurons a astreindre A, u,v, %, x à la rela- 
tion (3) et à la relation 


oF or or oF 


(29) Lt — +T + % — À = 4° 0; 
OWN Op. ° "Ov ‘07 Or Ro = 9 


le discriminant A de / est en effet —a?é. Nous allons mettre cette 
dernière relation sous une autre forme. Nous désignerons par Ax la 


_ partie réelle d’un nombre quelconque x, et par 5x le coefficient de z 


dans le méme nombre. Cela étant, la relation (29) peut s’écrire 


/ ‘ 
n(A+aBE +007 +aD5—2aae) 


=. na hail 
era ag a) a¥ (35,9735) = ie 
Mais la relation (3) entraine comme conséquence 


ÿ re x 
RIA Pen On 1 40 
À A À eS 


ee a? eer pat ne ayn 0 
saw(ab, ag a5) aw (ab, 555€); 


donc la condition (29) peut se remplacer par 


IN 


ue, LA 
(30) MES i) =o Te 


On peut d’ailleurs, sans cesser de considérer le même point de la 
quadrique F =o, et sans porter atteinte à la relation (29), supposer À 
réel et même positif : il suffit, s’il ne l’est pas, de multipler A, p, v, 
x, x par un nombre convenablement choisi de valeur absolue un. Si 
donc À est réel, la relation (29) prend la forme équivalente 


(31) W(d5p, dv, 37) =— 0. 
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13. Pour éviter, dans la réduction continuelle, certaines longueurs 
dues à ce que les conditions de MM. Korkine et Zolotareff ne déter- 
minent pas une réduite unique équivalente à une forme définie 
donnée, nous allons compléter ces conditions par quelques autres 
destinées à assurer cette unicité. | 

Mettons la forme définie positive o sous la forme 


(32) P— patio dit En Ta + En Li + 1,525)” 
+ pa (La + En, La + £2,424 + £2,525)? 
+ p3(L3+ Es ti + 3,505)” 
+ py (Ly + Es Ts) + ps5. 


Les conditions de réduction des géomètres russes sont : 


3 3 Seat 3 
PZ 7 bas Psa Aa Pua Ae Bs2 ae 
I 
less 
2 


Remarquons alors que, pour tout système de valeurs des x tel 
ae Male à 
que o ne dépasse pas u,, [x;]| est au plus égal à (4 ; Sinon psx, et à 


plus forte raison +, dépasseraient u.,. Si ces valeurs des x sont entières, 


on a donc 
. [eel sr. 


De méme, on a forcément 
| Li + CAPE 49 RS Le 
3V3 
par suite 
nl ES pre On LL ae 
3V3 HE US a 


et, comme x, est entier, 
| a, |S. 


On trouvera de méme 
|v3| 2, |v. ]S3, |v, |S5. 


Il suffira donc, pour être assuré que y, est le minimum de © pour les 


| 
al 
2 
F 
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valeurs entières des x, de combiner ensemble de toutes les manières 
possibles les valeurs qui satisfont à ces inégalités, et d'écrire que pour 
chacun de ces systèmes, la valeur de © n’est pas moindre que w,; on 
excepte, bien entendu, le système où tous les æ sont nuls. 

Si nous voulons de même que le minimum de 


Ha (Te + 0,3 La + Eo,4 Dy + Eos 23)? 


+ Ha(ds+ £342 y-+ Es 5æs) + pif, + Es) + Ps £5, 


soit 42, il suffira d’écrire que cette forme est au moins égale à x, pour 
| ag) Sr, | v,|S1, | #3 |£2, 1x |<3. 


Le minimum de la somme des trois derniers termes de o sera Us Si 
cette somme ne tombe pas au-dessous de wu, pour 


AMEL fa, |£z, PARTS 


Enfin, pour les deux derniers termes, il suffira, comme il est clas- 
sique, d'écrire la condition pour 


mit MO 


Il est d’ailleurs certain qu’un bon nombre des inégalités introduites 
peuvent étre supprimées. 

Quoi qu'il en soit, ces inégalités assurent que la réduite qu’on a en 
vue est celle-là même dont l’existence a été démontrée par MM. Kor- 
kine et Zolotareff (*), et qui est unique, sauf dans des cas limites sans 
importance, si, pour tenir compte de la faculté de changer les signes 
d’un nombre pair de variables, nous astreignons ¢€, 5, €s3, Es etes s 
à être positifs. 


14. Prenons d’abord le cas d’une quadrique qui ne contient pas de 
génératrices rationnelles. On va voir qu'il est inutile de donner, dans 
la réduction continuelle, à A, vu, v, x, x des valeurs telles que py, 

Raat 


devienne inférieur a ae 


(4) Korine et ZoLorarxrr, Sur les formes quadratiques (Mathematische Annaler, 
t. VI, 1873, p. 366). 


+ 
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En effet, si u, tombe au-dessous de cette limite, f n’a pas de terme 
en æ°?. Nous allons décrire une suite d’opérations propres à réduire /. 
Tout d’abord, nous pouvons, au moyen d’une substitution portant 
uniquement sur æ,,æ,, æ,, æ,, mettre f sous la forme (27); la substi- 
tution adjointe mettra F sous la forme (28), et ne changera pas A, ni 
par suite uw, qui égale 2A”. Si nous calculons alors le terme 


r) 
La (Ti + €4,9 Let Ends + £4,424 + E,5 T5)", 


nous trouvons que c’est 


By aD 
(33) far Abn ra zor+ AE a+ (RF + 5) a6] à 


Retranchons ce terme de 9; il reste l’expression 
(34) Y( 2, Ts, di) + 2(Spret+ Sv%,+ Int, ) +...; 


les points tiennent la place des termes où figure x, : à l'exception du 

. , - v T ; 4 
terme en æ;, ils ne dépendent que de R>, >> R55 5p, Sv, ST, après 
qu’on a remplacé x par sa valeur tirée de l’équation (3). Alors nous 
pouvons : 


1° Réduire {(a,, æ,, æ,)+5(ux,+5væ,+5ræ,), au moyen 
d’une substitution sur x, æ,, æ, : 5, Sv, 37 sont liés précisément 
par la relation qui se présente dans la réduction continuelle de 4 
et subissent la transformation adjointe de celle de æ,, x3, x, ; 
2° Remplir les conditions relatives aux, sans nous inquiéter des. 


Aucune des transformations que nous avons à faire ne modifie À. 
De plus, f garde la forme (27), a, b, c, d, met Ÿ étant modifiés. 
Je dis que ¢ est maintenant réduite. En effet, comme vu, = 222, 


3 
(35) | ST TS ba 
2 est en effet supérieur à ur, puisque Y ne peut pas représenter zéro. 


De plus, 
Bo tsps = — 0, 
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3 pom 
et, comme Ys 7 By Wee rae 
4s iD : 
PSV pest / >) mS— 48 
Mais 
cm A de A 
| Pabsbste  —Ôb ba 3 
On voit donc que 
(36) Ls2 Reus Us > ps; Us > Uo- 


Donc pu, 43, d sont les plus petits nombres que puissent repré- 
senter respectivement les sommes des deux, trois et quatre ‘derniers 
carrés : si, en effet, 2; n’est pas nul, ces sommes sont supérieures à 
Bis Us» Us, d’après les inégalités (36); et si ws; est nul, elles le sont 
encore, puisque Ÿ + 2(5ux, + 5væ,+57æx,) est réduite. Enfin p., 
est le plus petit nombre représentable par g: car SLT Dy, Las PAIE 
sont pas nuls ensemble, o dépasse ,, d’après l’inégalité (35). Done 9 
est réduite. 

Comme une forme définie n’a qu’une seule forme réduite, on a Ta la 
seule réduite qui corresponde aux valeurs initiales des paramètres. 


Si maintenant nous maintenons fixes les quantités ak, Ro» RE, 


ju, 3v, 5x, et que nous fassions varier À, en choisissant x de manière 
que l’équation (3) soit toujours satisfaite, les ¢ ne varient pas, pas 
même €,,;, Car 
, % a (APE AE y rT” 
3 Oy ai aS ee re NE R= he dt > 
(37) gay RTE 20 À" az) 


A eee 0 UP T 
load FE pi iit a pane 


Us Urs Uy me varient pas non DE u., et us varient, mais, si l’on 


amène 2A? seulement à la valeur -., leurs variations n empêchent pas 


a 
© de continuer d’être réduite. Or f est resté le même; donc, à chacune 
des formes f rencontrées dans la réduction continuelle correspond 


une certaine forme 9 réduite où 


eons 
BEST ae 


£ 
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Le raisonnement fait par M. Picard pour les formes quaternaires es 
peut alors être repris ici : on ne rencontre qu'un nombre limité de 
formes /, la limite ne dépendant que de A. Par suite le polyèdre fon- 
damental a un nombre fini de faces et (§ 4) il atteint la frontiére du 
domaine (1) seulement en un nombre fini de points réels. 


15. Nous avons maintenant à traiter la question dans le cas où la 
quadrique passe par des génératrices rationnelles. Nous allons prouver 
qu'à toute forme fréduite correspond encore une forme + également 


réduite où le coefficient de a? est au moins égal à a 


En effet, si u,< oo c’est que f n'a pas de terme en æ?; nous pou- 


vons donc, par une substitution qui n’altère pas À ni u.,, mettre f sous 
la forme (27). j 

Soit maintenant pw. le plus petit nombre représentable par la 
forme 


(38) V(Le, ds, 2) + 2(9pta+ dv a, + IT x,). 


Nous allons distinguer quatre cas : 
Premier cas : 921. 

Deuxième cas : a ih 1k 
Troisième cas : Au,£u., << à 
Quatrième cas : u.< Au. 


Premier cas. — Si p, >>1, il n’ya rien à changer à ce que nous avons 
fait pour les quadriques sans génératrices rationnelles ; on peut donc 
s à $ 3 
amener uw, à la valeur gas et même à la valeur ga” Sans que + cesse 
d’être réduite. | 


Deuxième cas. — Ici, | est dépourvu de terme en x?, et 


B=2(3p}. 
00, 


(1) PicarD, Sur les fonctions hyperabéliennes (Journal de Mathématiques pures et 
appliquées, 4° série, t. I, 1885). — 
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Nous pouvons done, par une substitution portant uniquement sur x, 
et x,, et qui, par suite, n’altére pas 5u ni v., mettre Y sous la forme 


(39) (a, Ls, di) = (2b! x; + oc; + d'x,)a,+ Chea 


Nous pouvons en outre, sans changer les uv, remplir les conditions 
relatives aux €, f gardant la forme (27) et L la forme (39). Or, on 
trouve 


p'2 b? a bp? 
fo) = (gf! ee = — = > 
(4 ) Ps c ) Ps Le (Sp)? — bu TS 2 )2 
Comme ici 
$= — be", 
nous voyons que 
said Go qe 
ET < Q Ke at PAL € 
-3= 1 Hu = le ou Peu = 3 = 3 2 


de plus, vu, etu, sont au moins égaux à un. Si la forme 
(41) Ua(ds + Est) + Li di 


n’est pas réduite, réduisons-la : les nouvelles valeurs de p, et de u, 


A? : 
seront comprises entre les anciennes, donc entre un et = + Remplis- 


sons de nouveau les conditions relatives aux €, sans changer les vu. : 
o est maintenant réduite. En effet, 


done 
Pez Lu ps2 P3$ 


par suite, p., est le plus petit nombre représentable par la somme des 
deux derniers carrés; p, est pareillement le plus petit que puisse 
représenter la somme des trois derniers : si, en effet, a, n’est pas nul, 
cette somme dépasse u,, donc w,; et si æ;— 0, cette somme dépasse 
aussi u.,, puisque la forme (4r) est réduite. Maintenant | 


or > Hs) 


done u, est le plus petit nombre représentable par la somme des 


356 GEORGES GIRAUD. 


quatre derniers carrés. Enfin 


donc u, est le plus petit nombre représentable par ¢. Donc 9 est 
réduite. 
Nous voyons de plus, comme pour les quadriques sans génératrices 
rationnelles, que ¢ ne cesse pas d’être réduite, si nous amenons 2 A à 
5 NÉ HR v T 
la valeur qu Sans changer d’ailleurs RE Kz» AT SH, SV, IT, La 


conclusion annoncée se vérifie donc encore dans ce cas. 


Troisième cas. — Dans ce cas nous pouvons encore, sans changer u., 
mettre Ÿ sous la forme (39). Si, sans modifier les , nous remplissons 
les conditions relatives aux ¢, 9 sera réduite. En effet, les relations (40) 
sont encore vraies; elles montrent que 


Ps 6! pri Ap, T7? 
donc: 
: 52 fu; 
puis 
bi D b” ae 4A > 4 
Bs C" bg ~ — ps —30 3 
done 
Bi > Hs; 
enfin 
= C> par py 


o est donc bien évidemment réduite, u.,, Us Less Uy, es Se succédant 
par ordre de grandeurs croissantes. 

Quelles sont les valeurs des €? €, 9, &.5,&).45 €,,, ont déjà été calculés, 
formules (33) et (37). Pour les autres, nous pouvons non seulement 
tirer x de la relation (3), mais aussi 57 de la relation (31), qui est 
maintenant du premier degré en 5%. Nous obtenons ainsi les valeurs 


FORMES QUINAIRES ET FONCTIONS DE TROIS VARIABLES. 099 


suivantes : 
P y 
Nip 
DT b' c’ d'— c” PE ! /3y\2 
ee ee SV To 
Jp  2(9mu): pore! op 20" Vu 
: _ dx a be b — cc! bd! bc" d 
2,8 — = 


SS Han ab ect ae ame tn 


c dy b: f Sy\? p [c"d'— c? 1 /Sv\?2 
a ed RACE eerie 


a , ov at 
a b'¢! xz (¢ —b x) — Fas 


Cc bp! Ay 
Er = — _— — 
3,4 c’ cl i 
b—ank 
Rol Lan? À oy 
CRIE cl" EAN ce” bu 
b hy) ip 
&4,5— bi — D UN ity 


Ce dernier coefficient, ¢,.,, serait assez pénible à obtenir directe- 
ment. Désignons-le par 2. Si l’on change x, en æ,++vx;, 6 étant 
VAL, 
eb +b" 
et Y la forme (39); on constate directement que yu, a pour nouvelle 

valeur 


variable, et en mème temps x, en x, — f garde la forme (27) 


1 


b"? : Ab?» CE Ga 
2(5p) (Sp)? rear | 


- d’autre part, il est aussi égal à la nouvelle valeur de ——_, saan? en calcu- 


Te 
lant directement cette dernière et en identifiant, on Re à la 
valeur indiquée. 

Nous observons que les < ne changent pas si l’on fait varier A et su 


v fc ory, Fe 
sans changer AT Ror AT TS - Or nous pouvons d’abord augmenter À 


seul, jusqu'à ce que 


Le 
| 
alle 
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puis nous augmentons À et 5u, en maintenant leur rapport constant, 


jusqu’à ce que 


+ reste réduite. La conclusion annoncée est encore vérifiée dans 


ce Cas. 


Quatrième cas. — Si u.< Ay,, nous pouvons, sans changer 1, 
mettre Y sous la firtte (39). Il peut arriver que x, ne soit pas le 


minimum de 
Pay (2+ &1 9-29)? + Uy ©35 


s’il en est ainsi, nous pouvons réduire cette forme, et, par un change- 
ment de variables simultané sur x, et x,, conserver à f la forme (27) 
et à Ÿ la forme (39). On aura encore u..< Au.,. Les valeurs des w et 

des € indiquées dans le cas précédent subsistent; mais, même si les 
conditions relatives aux ¢ sont satisfaites, 9 peut ne pas être réduite; 
car, si les inégalités 


subsistent, et si l’on a encore 
3s > Pa; 
on ne peut plus affirmer que l’on ait u, > v,, mais seulement 


2 
Bs _ @ Pes et car P22 Ti 


Pour achever de réduire 9, il faut donc effectuer encore une substi- 
tution sur +, et æ, pour réduire 


Py (Ti + &,6 T5) + Us Ti, 


et achever de remplir les conditions relatives aux ¢ : on trouve alors 
tout de suite que ¢ est réduite. 
La substitution finale sur a, et æ, ne changera pas si l’on fait varier 
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A et 5 sans changer leur rapport, et sans changer non plus & - RS 
T 
R + = : Ia beton destinée à satisfaire les conditions relatives 


aux € ne change pas non plus. On peut encore profiter de cette circon- 


: s 3 A 
stance pour amener 1, à la valeur jar’ Ce qui achéve notre démons- 
tration. 

Par conséquent, les formes f que l’on rencontre dans la réduction 
continuelle sont en nombre fini. Le polyédre fondamental a donc un 
nombre fini de faces, et (§ 5) il atteint la frontière du domaine (1) en 
un nombre fini de portions de génératrices rationnelles comprenant 
un nombre fini de points réels (§ 4). 


16. Nous allons maintenant examiner les singularités que peuvent 
posséder, sur le contour du polyédre fondamental, les fonctions 
O(g, h, g’) qui correspondent à ces groupes. Ces singularités se 
trouvent toutes sur la surface 


GG’ — ce? = 0. 


Supposons d’abord que notre quadrique n’ait pas de génératrices 
rationnelles. Il nous suffira d’examiner quelle singularité nos fonc- 
tions auront au point (0, 0, 0, 0, 1); nous supposerons que ce point 
est sur la quadrique. 

Nous mettrons notre forme quinaire sous la forme (9); nous admet- 
trons de plus que la forme ternaire 4, qui ne peut = repre- 
senter zéro, a pour expression 


(22, 23, di) = (A’a.+ B'x,) + C?2} —(Azv,+ Bz;+ C2,)*; 


si} n’a pas cette expression, on peut toujours l’y ramener. 
La correspondance des x avec les coordonnées = de l'espace à six 
dimensions qui satisfont à la relation 


3155 + 2234 —+ 33 = O0 


s 
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s’établira au moyen des formules 


Li = Si: ; 
Sg Ba, 
Rey ET 
Cia —'9 
LD 
— 29 + GE 2Â Te — 2Bz; 
2 C 

5,— ax,— 2bx,— 2cx,— 2dx, 

i om 2m 
‘On posera encore 

g=— À; h= =) g'== => 


et l’on supposera que le point (g, A, g’) est dans le domaine (1). 
A’, C, C’ pourront être pris positifs. 

Donnons à x, la valeur un, à x, et à x, des valeurs fixes quel- 
conques, et faisons croître indéfiniment le coefficient de z dans x, ; 
a, sera pris de manière à annuler f: dès que le coefficient de z 
dans a, sera assez grand, nous serons dans le domaine (I); cela 
revient en effet a dire que si, g — g’ et A restant fixes, le coefficient 
de «dans g +g’ augmente indéfiniment, GG’ — 3e* et G + G’ finissent 
par devenir et rester positifs : ce qui est évident. 

Reprenons donc l’étude de la série @. En groupant les termes d’une 
façon convenable, on trouve immédiatement que c’est le {produit de la 
fonction rationnelle () 


eek |e i 
D(z, y, 5) 
par une fonction de 
Tir, 
Ts x 7 
— » pot e ym 
Ti T'; 


holomorphe dans tout le domaine (I) et nulle en même temps que la 
troisième variable; a, a ici le même sens que dans les formules (13. 


om 


(1) æ, 7, 3 et # ont ici le même sens que dans le Chapitre V de ma Thèse. 
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EN m EL 

Comme a, est un diviseur de (!) 2m, nous pouvons sans inconvénient 
Ti 2", 

remplacer cette troisième variable par e”*, Mais on peut aussi consi- 

dérer cette fonction comme une fonction uniforme de 


Tits Ti xs Tir 
mx, mx, mx; 
e re 76 ; 


holomorphe dans tout le polyèdre fondamental, sauf peut-être au 


point (0, 0, 0, 0,1). On peut développer cette fonction en série de 
Laurent 


$ us (Axa Bargt Yxs) 
2A,, 8,y ex 


1 


ce développement étant valable dans tout le domaine (1); pour des 
valeurs fixes des deux premières variables, ce développement est 
valable dès que la troisième est assez petite, et s’annule avec elle : 
donc y est toujours positif. Mais, par un changement de variable rem- 
- plaçant æ, par æ,—Mx,—N>,, où M et N sont des nombres ration- 
nels, et conservant x, et x,, on peut faire en sorte que Ÿ(1,0,0) 
et Ÿ(o, 1, 0) soient tous deux négatifs : alors on sera sûr que « et 8 
seront, comme y, de signe constant, positifs par exemple. 

Notre démonstration serait faite si nous étions sûrs que, dans tout 
le polyèdre fondamental, ou du moins dans la partie de ce polyèdre 


: ies : te Ti Le ve 
qui est voisine du point (0, 0, 0, 0, 1), Sn er Es sont tous posi- 


tifs; mais il est peut-être impossible de trouver un polyèdre fondamental 
remplissant cette condition. Seulement, un nouveau changement de 
variables à coefficients rationnels portant sur 2, et x,, ou encore le 
changement de x, en 2,+ Mx, et de +, en x, + Nx,, où M et N sont 
rationnels, permet, sans que «, 8, y cessent d’être positifs, de remplir 
la condition pour une nouvelle partie du polyèdre; un nombre fini de 
changements de variables de cette sorte permettra de remplir tout le 
polyédre. 

Done @ est dans le polyèdre fondamental le produit du facteur 
rationnel (46) par une fonction holomorphe même au point (0,0,0,0,1) 
de trois variables convenablement choisies; il est entendu qu'il peut y 


(1) m peut être supposé positif : on l’y amène au besoin en changeant x; en — 25. 
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avoir besoin de systèmes différents de trois variables, suivant la région 
du polyèdre. 

Le facteur rationnel disparaissant dans les quotients invariants de 
fonctions @, les fonctions invariantes formées par cette voie auront, 
dans le même polyedre, le caractère de fonctions rationnelles des 
mêmes variables au point (0, 0, 0, 0, 1). Done quatre quelconques de 
ces fonctions sont liées par une relation algébrique. 


17. Nous prenons maintenant le cas où la quadrique possède des 
génératrices rationnelles. Les points du polyèdre fondamental où nous 
avons à étudier les singularités des fonctions @ sont de deux sortes : 
des points réels, en nombre fini, et des points imaginaires situés sur 
un nombre fini de portions de génératrices rationnelles. Mais on peut 
reproduire la même démonstration que dans le cas précédent, en 
s’arrangeant seulement pour que, après chaque changement de 
variables, )(o, o, 1)= o : la différence de forme du polyédre fonda- 
mental pour les grandes valeurs de G4’ — 3° n'empêche pas de réaliser 
la même condition pour 3 at 5 =, 5 “2 : le résultat est absolument le 
meme. fealty 

Les propriétés de ces fonctions de trois variables sont, on le voit, 
très analogues à celles des fonctions hyperabéliennes qui proviennent 
du groupe des transformations semblables d'une forme quaternaire. 


SUR 


CERTAINS GROUPES DISCONTINUS 


CORRESPONDANT AUX FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES, 


Par M. Emme PICARD. 


1. J'ai donné autrefois (')les premiers exemples de groupes hyper- 
fuchsiens en envisageant les substitutions à coefficients entiers com- 
plexes transformant en elle-même une forme quadratique ternaire , 
d’Hermite. Si cette forme est à coefficients réels, et si l’on considère 
seulement les substitutions à coefficients réels, on a un sous-groupe 
du groupe hyperfuchsien; ce groupe offre quelques particularités 
intéressantes que je me propose d'indiquer. Il suffit, pour plus de sim- 
plicité, d'envisager seulement la forme à indéterminées conjuguées 


(1) Ly + VV y— 220 (Los Yo, 30 conjuguées de æ, y, 3). 
Nous désignerons d’une manière générale par 
(æ, JV 43 M,x aT Na or Py, M,x ay Noy + P23, M;x ENV P35 


les substitutions à coefficients entiers réels transformant en elle-même 
la forme (1) et par suite aussi la forme 


(2) : e+ y? — 5, 


2. Nous voulons étudier, au point de vue de la discontinuité, le 
————_——@ 


(1) Comptes rendus, 1882, et Acta mathematica, t. 1. 
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groupe relatif aux deux variables complexes wu et ¢ 


. 2 Mit Pye R: ,_ Mu+Pio+R 
(3) — Mya + Pye R,’ ~ Mzu+P,¢°+ RK; 


J'ai montré (loc. cit.) que le groupe hyperfuchsien général résultant 
de (x), c’est-à-dire avec les M, P, R entiers complexes, est discontinu 
à l’intérieur de l’hypersphère 
(2) Uy + PP = I. 


Pour éviter toute confusion, rappelons que nous disons qu'un groupe 
est discontinu en un point (u,¢), quand il n’existe pas de substitution 
du groupe, transformant le point (4, ¢) en un point (U, V) differant 
du premier d'aussi peu que l’on veut, exception faite pour un nombre 
limité de substitutions qui transformeraient (u, ¢) en lui-méme. 

Nous supposerons le point complexe (u, ¢) à distance finie; nous 


poserons 
u = U,+ lug, 0 = Oy+ ie, 


et nous emploierons des notations analogues pour U et V. 
Examinons d’abord le cas où l’on aurait 
UF + Pi LT. 
Nous pouvons alors raisonner comme dans le cas du groupe hyper- 
fuchsien. En se rappelant la relation 
M?+ P?}— R3=—1, 
on obtient aisément l'inégalité 
1—ui—v} 


(4) |M;u+ P3° + R;|>|R;| 


D’autre part, il résulte des relations entre les M, P, R qu'il n’y a 
qu'un nombre dmué de substitutions du groupe correspondant à une 
valeur de R,. Kcrivons alors les relations immédiates 


RM TR i nn nn 
(5) eT Mu +P,r+ Rp t NE #); 
1— UU,— VV, = : 


url = Rp I uly — V0 )- 
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De l'inégalité (4) on conclut que les dénominateurs des égalités 
précédentes augmentent indéfiniment, quand on prend des substi- 
tutions du groupe où R, grandit indéfiniment. Les deux expressions 


1—U2—V?+U2+V?2 et 1—U?—V?—U2—V: 
tendent donc vers zéro. Le point (U, V) se rapproche, par suite, indé- 
finiment de la courbe 


(C) Uw 0, U?a Vit. 


Nous pouyons conclure que le groupe est certainement discontinu 
dans le domaine (D), relatif aux deux variables complexes wu et 9, 
défini par Pinégalité 


(D) l u?+p2er. 


De plus, les points limites sont sur la course (C). 


3. Si le point (uw, 6) n’est pas dans le domaine (D), le raisonnement 
précédent n’est plus applicable, l’inégalité (4) perdant tout intérêt. 
Nous allons chercher ce qui arrive quand (4, ¢) est en dehors de (D). 
On supposera, dans tout ce qui va suivre, que wu, et », ne sont pas nuls 
ala fous. 

Montrons d’abord que si l’on a 


(6) — U2 + 03 — (us — UV) 0, 


le groupe est discontinu en (u, ¢). Je dis en effet que, dans ce cas, il 
ne peut y avoir qu’un nombre limité de substitutions pour lesquelles 


|M,u + P,¢ + R; | 


soit inférieur à un nombre donné, Ecrivons, en effet, 


Mu +P;r+R;=o, 
(7) Mu, + rs B, 


|æ|et|B] étant inférieurs à un nombre donné. On tire de là les valeurs 
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de M, et P,, qu'on porte dans la relation existant entre M,, P, et R,, 
M3+ P3}—Rj}=— 1. 


On obtient ainsi une équation du second degré en R,, dans laquelle 
le coefficient de R? est précisément l'expression (6). Il en résulte 
que |R,| est limité, quand « et 8 le sont eux-mêmes; il n’y a donc 
qu'un nombre limité de substitutions remplissant la condition 
indiquée. 

Nous avons supposé implicitement que u,v, — u,v, n’était pas nul. 
Mais, s’il en était autrement, la conclusion subsisterait, car des équa- 
tions (7) on tirerait la limitation de R,. 

Nous pouvons maintenant montrer que, sous la condition (6), /e 
groupe est discontinu en (u,v). Si en effet il en était autrement, il y 
aurait, contrairement à ce que nous venons de voir, une infinité de 
substitutions du groupe pour lesquelles 


|M,u+P,;°+R;| 


serait infiniment voisin de l’unité; c’est ce qui résulte de la seconde 
des équations (5), car nous pouvons écarter le cas où l’on aurait 


I — UUy — PPy—= 0, 


ce qui nous ramènerait au cas déjà traité 1 — u°—# > 0. 
Cherchons, toujours sous la condition (6), ce qui arrive des points 
limites. Remarquons que l'expression 


M P 
8 : eo Lie 
(8) ey 


a, pour toute substitution du groupe, son module supérieur à un 
nombre déterminé (dépendant de « et ¢), sauf peut-être pour un 
nombre limité de susbtitutions. Posons en effet 


Mais Eig = 
R, DS El 
(9) w = 

— Us + — (y= b. 


R; R; 
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On tire de la les valeurs de = et de = et on les porte dans la 
relation ; à 
M3 Pp? 
Ree Ri ART. 


On trouve ainsi une valeur de R} qui, pour a = b = 0, a une valeur 
finie. Il pourra arriver que la valeur ainsi obtenue de R? soit le carré 
d'un entier et corresponde à certaines substitutions du groupe en 
nombre limité, mais il est clair que, pour toutes les autres, la valeur 
de R, ne pourra être un entier que si a?+ 6? est supérieur à un 
nombre déterminé différent de zéro; ce qui démontre la remarque 
énoncée. 

Il a été supposé dans ce dernier calcul que w,v, — u,v, n’était pas 
nul. S'il en était autrement, on tirerait des équations (9) 


Pa = AP — by, Uy = au,— bu, 


et comme w° + ¢, n’est pas nul, il n’est pas possible que a? + 6? des- 
cende au-dessous d’une certaine limite. 

La remarque relative à la limite inférieure de l’expression (8) nous 
permet d’énoncer la même conclusion qu’au paragraphe 2, en ce qui 
concerne les points limites. Il existe en effet ici, comme précédemment, 
un nombre positif K non nul, tel que (sauf peut-être pour un nombre 
limité de substitutions) on a 


|M,u+P;¢+ R;|>K|Rs|. 
De la se conclut, comme plus haut, que l’ensemble des points limites 


est sur la courbe (C). 


4. Examinons enfin le cas laissé jusqu'ici de côté où, pour le 
point (z, »), on aurait 


UZ + 93 — (Uy Ps — Uy)? =0, 


en supposant toujours uw; + ?, différent de zéro. 
On voit d’abord qu’on n’a pas ici 


1—u?— p?—=0, 
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car cette égalité est incompatible avec les conditions précédentes. On 
prouvera Li d’après la première des équations (5), la discontinuité 
du groupe, si l'on montre qu’il ne peut y avoir une infinité de substi- 
tutions du groupe, pour lesquelles 


M,u+P,° +R; 
diffère de + 1 d'aussi peu qu'on veut. Or, écrivons les équations 


Mu+P;n+R;=titre, 
Mu: + Pie = 


et faisons, comme plus haut, la substitution de M, et P, dans la 
relation déjà décrite entre M., P, et R,. Nous aurons ici une équation 
du premier degré en R,, donnant pour R, la valeur finie + 1 quand on 
faite = 4 =o. Il n’y a plus alors qu’à raisonner comme ci-dessus. 

On ne peut d’ailleurs, dans le cas présent, avoir 


U V9 — UV; — O. 
5. Nous pouvons, comme conclusion de l'analyse précédente, 
énoncer la proposition suivante : 


Le groupe étudié est discontinu pour tout point (u, +) non réel 
(u} +v,Æ0), situé à distance finie. Il est aussi discontinu pour les points 
réels u = u,, 9 —+,, pourvu qu'on ait 


ut efi 


Une différence importante est a noter en ce qui concerne les points 
limites. Quand l’expression 


» D 
US + 93 — (U1, 0, — Uy ,)? 


n’est pas nulle, l’ensemble des points limites est sur la courbe (C) définie 
par les équations 
U,=0, Vien oy UF Vee 


Si, au contraire, l’expression précédente est nulle, ui + 9% San 
d’ailleurs toujours différent de zéro, on peut seulement affirmer que 
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les points limites à distance finie sont nécessairement surle continuum 
défini par les deux équations 


Ur O, Nee oO. 


6. Occupons-nous maintenant de la formation de fonctions res tant 
invariables par les substitutions du groupe précédent. 
Montrons d’abord que la série 


(10) a 


où la sommation est étendue à toutes les substitutions du groupe, est 
convergente. Envisageons, à cet effet, un point réel (u,, 9) à l’inté- 
rieur du cercle T de rayon un ayant son centre à l’origine; nous pou- 
vons prendre ce point de maniére que la substitution unité soit la 
seule transformant le point en lui-méme. Tracons autour de ce point 
une petite aire à,; les substitutions du groupe transformeront cette 
aire en une suite infinie d’aires 6,, 0,, .... Si l’aire à, est assez petite, 
les aires 6 sont toutes extérieures les unes aux autres. Leur somme 
est finie puisqu’elle est moindre que l’aire du cercle F, et elle est 


représentée par l’intégrale 
f favav 


étendue à toutes les aires à. On transforme de suite cette intégrale en 
la suivante 


> } 2 I 
So le ats dea A et ; 
(11) eee ude, 


la sommation & étant étendue à toutes les substitutions du groupe, et 
l'intégrale double étant relative à l'aire à,. Mais, d’après ce que nous 
avons vu antérieurement, on peut poser 


T A 
[Mic Pret Rs) [Ral 


A étant une quantité positive, dépendant de wet», mais restant, quand 
le point réel (4, ) est à l’intérieur d’une aire entièrement comprise. 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Décempre 1916. 47 : 
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dans le.cercle F, entre deux limites fixes, positives et différentes de 
zéro. Il est donc évident, d’après la convergence de (11), que la 
série (10) est convergente. 


7. Ce point établi, nous allons considérer les séries qui, dans la 
théorie des groupes hyperfuchsiens généraux, nous ont conduit aux 
fonctions hyperfuchsiennes : 


I 


®) =R(U,V) pape + Ro 


U et V correspondant à la substitution générale, et la sommation étant 
étendue à toutes les substitutions du groupe; l’entier positif m peut ici 
être égal à l'unité. R représente une fonction rationnelle. Envisageons 
les points (u, ¢) pour lesquels 


(12) ui + 92 — (Uy, %,— U2 %,)? 0. 


Je dis que pour ces points la série S est convergente (en laissant au. 
besoin de côté un nombre fini de termes), si l’on prend pour R(w, ¢) 
une fonction rationnelle de u ety, restant finie pour les points de la 


courbe (C.) correspondant aux équations 
(C) = 0; Va = 0; ui+ pit. 


D’après ce que nous avons vu à la fin du paragraphe 3, on peut, 
pour (u,¢) donné, trouver un nombre positif K non nul, tel que 
(sauf peut-être par un nombre limité de substitutions) on ait 


|M,u+P,;¢+R;|>K|R;|. 


De plus, sauf peut-étre aussi pour un nombre limité de substitutions, | 
le module de R(U, V) est inférieur à un nombre assignable, puisque 
les points (U,-V) se rapprochent indéfiniment de la courbe C. La 
convergence de la série (S) est alors immédiate, et dans une région où 
l'inégalité (3) est vérifiée, la fonction ainsi représentée a, à distance 
finie, le caractère d’une fonction rationnelle. _ 


*8. Les raisonnements précédents ne sont plus valables pour les 
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points de la surface représentée par l’équation 
(13) (Uy 0, — Uy)? — (ui + 02) =0, 


quoique pour ces points le groupe, comme nous I’avons vu, soit encore 
discontinu (sous la condition u;+ 930). Je ne puis rien affirmer 
dans ce cas, sauf, bien entendu, dans l’hypothése où l’on aurait 


> — 0, Pr =O; ui + pri, 


pour laquelle la série converge. 

La surface précédente partage en deux parties l’espace à quatre 
dimensions correspondant aux deux variables complexes wu et ». 
On peut remarquer que le domaine D considéré au début de l’article 


précédent, pour lequel on à 
: u? + pi, 


est situé dans le demi-espace correspondant à l'inégalité 
(Ua Pi — Uy 2)? — (ui + 07) Lo. 


Il serait intéressant d'étudier sur la sur face (13) la fonction représentée 
par la série S. 

Avec les séries S on forme immédiatement des fonctions restant 
invariables par les substitutions du groupe considéré; la même 
question se pose relativement à la nature de ces fonctions sur la 
surface (13). 


— ee 000 Ea —— 


ue "Mg ae “i 


>. 
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SUR LA NATURE ALGÉBRICO-LOGARITHMIQUE 


DES 


INTÉGRALES DE DIFFÉRENTIELLES TOTALES 


RELATIVES 


AUX SURFACES ALGEBRIQUES RÉGULIÈRES, 


Par M. Emme PICARD. 


1. J'ai démontré autrefois la proposition suivante (') relative aux 
intégrales de différentielles totales de troisième espèce correspondant 
à une fonction algébrique quelconque de deux variables : Sur une sur- 
face algébrique, on peut tracer 9 courbes algébriques irréductibles parti- 


culières 
Ci Gs, v aus , Co 


telles qu'il n'existe pas d’intégrale de différentielle totale de troisième 
espèce, ayant seulement pour courbes logarithmiques la totalité ou une 
partie de ces courbes C, mais telles qu'il existe une intégrale ayant seule- 
. ment pour courbes logarithmiques une (o +1)" courbe algébrique 
irréductible quelconque V de la surface, et la totalité ou une partie des 
courbes C. 

Il est nécessaire de rappeler rapidement les considérations dont j'ai 
fait usage et pour le détail desquelles je renvoie au Livre cité. On 
envisage 2p intégrales distinctes de seconde espèce 


(1) = fee ee (—1,2,...,2p) 


(1) Annales de L'École Normale, 1go1. On peut aussi consulter ma Théorie des fonc- 
tions algébriques de deux variables, t. II, Chap. IX, p. 231. 
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relatives à la courbe entre x et 3: 
(2) ; f(a, 7, 3)=0 


[ f(x, y, 3) =o étant l'équation de la surface de degré m], les Q;étant 
des polynomes en x, y et s. 

Une courbe algébrique C, étant donnée sur la surface, on considère 
ensuite une intégrale de troisième espèce relative à la courbe (2), 
ayant pour points logarithmiques les points de C,, correspondant à la 
valeur y, avec la période logarithmique un, et en outre un des points 
à l'infini de la courbe (2). Désignons cette intégrale par J,, et faisons 
successivement A=1, 2, ..., A, en posant À — p + 1. On peut déter- 
miner les fonctions rationnelles a de y, et les constantes c de manière 
que les périodes, regardées comme fonctions de y, de l’intégrale rela- 
tive à la courbe (2) 


LAS) os a,1,+ a,1,+...+4,,]g, + 4,5, +...+ 5) 


ne dépendent pas de y. La considération du groupe de monodromie 
d’une certaine équation différentielle linéaire E, qui a joué un rôle 
essentiel dans toutes mes recherches sur les fonctions algébriques de 
deux variables, conduit à former le système d’équations du premier 
degré relatives aux constantes P et c, 


(4) P= mi Pit+miPi+..+ mé, Pintcpi+ovi+...+aomt (t=1,2, ...,2p) 


pour chacune des substitutions fondamentales du groupe de E (les m, 
ainsi que les u,v, ..., =, sont des entiers). Si nous prenons pour 
courbes C, les courbes C,, C,, ..., C, etl’, l'ensemble de ces équations 
admettra une solution avec Jes constantes c non toutes nulles. On aura 
certainement ¢, + 0; de plus, les rapports des c sont déterminés, car 

s'il y avait plus d'une arbitraire, on pourrait former une intégrale avec 
les seules courbes logarithmiques C,,C,, ..., C,. On peut donc supposer 
que les c sont des nombres entiers Cire déterminés. 

Les équations donnant les fonctions rationnelles a,, ay, ..., ap de y 
sont 


(5) æau}+au+...+a,, 0} + So (ier ® Ans 
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où l’on a posé 
Y;= cu! + œu?+...+ au, 


les w et les u étant les périodes des I et des J, la signification des 
indices étant évidente. | 


L'expression (3) ainsi déterminée permet de former une intégrale 
de différentielle totale 


JRde+say. 


où Ret S sont rationnelles en x, yet z, ayant les seules courbes loga- 
rithmiques C,, C,, ..., ©. Elle peut avoir une autre ligne d’infini (non 
logarithmique), à savoir la courbe à l’infini de la surface. 

Nous supposerons dans la suite que les cycles (1, 2), (3, 4), «+ 
(2p — 1,2p) sont les couples de cycles formant les rétrosections clas- 
siques sur la surface de Riemann relative à f(x, y, z) =o. 

Prenons la somme 


DEV: — Ps} (Yi — Pi) + CAGE Poe wt (Y3— Pile te 


qui correspond à une combinaison normale. On voit facilement, à 
cause des relations (4), que cette expression ne change pas, quand on 
effectue sur les w et les v les substitutions correspondant à une circu-. 
lation de y; ceci revient d’ailleurs au fait que les a sont des fonctions 
rationnelles de y. sae 


2. Ces résultats antérieurs sommairement rappelés, supposons 
maintenant que la surface donnée soit régulière, c’est à-dire qu'elle 
n’ait pas d’intégrales de différentielles AE transcendantes de 
seconde espèce, ou, ce qui revient au même, que tous ses cycles 
linéaires se ramenent à zéro, ce qui d’ailleurs est le cas général pour 
une surface algébrique. Ici les rapports des P et des c du paragraphe 
précédent sont entièrement déterminés; nous pouvons donc supposer 
que tous ces nombres sont des entiers. De plus, pour les surfaces 
régulières, les intégrales de première espèce de la courbe entre x et z 
représentée par Patio CES os 3) ==0, peuvent être prises sous 


la forme - 
. fesse RUN AIO users) 
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les Q représentant des polynomes adjoints d'ordre » — 3 de la surface 
envisagée. | 

On va donc supposer que les intégrales [,, L,, ..-, I, précédemment 
envisagées sont de première espèce, les autres [,,,, ---» lp seront de 
seconde espèce. 

Dans ces conditions, les 


1 2 P 
Wis Gi» …. 0); 


sont holomorphes pour y =o, et les développements commencent 
par un terme en 2 


La combinaison formée plus haut 
(6) Cdi + Coda+ ... + Cid 


qui est une intégrale de troisième espèce relative à la courbe (2), n'a 
d’autres infinis (et ce sont des infinis logarithmiques simples) que les 


points de rencontre de y— y avec les courbes C. Pour y= b (les b 
. correspondant aux plans tangents parallèles au plan des xz), le genre 
de la courbe (2) diminue d’une unité; il y a en plus deux infinis loga- 
rithmiques nouveaux sur les deux branches de courbe passant par le 
nouveau point double que présente alors la courbe. 

Le point y= 6 est un point singulier logarithmique pour les v, 


comme il l’est pour les w. Les v n’ont pas d’autres points singuliers 


que les 6; de plus, on peut supposer que, pour y = +, l'intégrale (6) 
se transforme en une intégrale parfaitement déterminée. Soit, en effet, 
la courbe gauche C mise sous la forme 


AE (ey y) 


A (ese = 0; UC) 


P et Q étant de degrés u +1 et 1. Soient en outre a(x, y), p(x, y}, 
q(x, y) et 9(æ, y, =) les termes de degré le plus élevé dans A, P,Q 
et f. On peut s'arranger de manière que l’intégrale J relative a C 
devienne, pour y = +, une intégrale relative à la courbe 


Pha 2 Ay. 8.) O 


et ayant comme uniques infinis (logarithmiques) les points corres- 


7 
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pondant à 


F z', : 
a(æ';T)= 0, = BS (ona poséæ=x y, s=2'y), 


cela pour chacune des courbes C,, C,, ..., C,. Dans ces conditions, il 
arrive que les v sont holomorphes pour y = «. 


3. Nous nous proposons maintenant d’étudier les 2p équations (5), 
en di, Ay, eor9 Œop. 

Je dis d’abord que a,,, = ... = dy,= 0. 

Multiplions en effet ces équations respectivement par 


— 07 Of, — wl, pme cay = why toby 4 
et faisons la somme. En donnant successivement à A les valeurs 
1,2, ..., 2p, nous obtiendrons un système équivalent au premier. Or 
considérons les p premières de ces équations; elles seront homogènes 


-et linéaires en @,,,,...,4@,,, car les coefficients des autres a et les 


termes indépendants des a sont des fonctions uniformes de y, partout 
holomorphes, et dont le développement, dans le voisinage de y =o, 


commence par un terme en -; tous cés coefficients et tous ces termes 


sont donc nuls. On tire de JA immédiatement : 


Ans = Ep4+2— +++ = App =. 


Je dis maintenant que les p premiers a sont des fonctions linéaires 
et entières de y. On peut le voir en recourant à l’analyse de ma Theorie 
des fonctions algébriques (t. II, p. 428 et suiv.), analyse développée 
pour un autre but. La seule différence consiste en ce que, dans les 
équations (5), on a les termes en v, mais leur présence ne change 
rien aux ratsonnements. 

Il résulte de la que nous avons forme une intégrale de différentielle 
totale de troisième espèce avec une seule période (entière) 


(7) fRde+Say, 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Décempre 1916. 48 
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, Ar? 
ayant les courbes logarithmiques (simples) Ci, CG», » , Cy, c’est-à-dire 
devenant infinies d’une manière purement RATE suivant toutes 
ces courbes ou quelques-unes d’entre elles (C étant certainement l’une 
d'elles), et n'ayant aucune autre courbe d’infini (polaire ou logarith- 
mique ). 

On en conclut que l’expression 
aif” Rdx+S dy 


e (os Yor 20) 


est une fonction rationnelle de (x, y, 3). Par suite, I’ ir ( 7) est 
de la forme 
AlogT(z, y, 2), 


T étant rationnelle en (a, y, s) et A une constante. 


4. Soit maintenant 
(8) 1= [ Pdx+Qady | 


une intégrale de différentielle totale algébrique, absolument quel- 
conque, correspondant à notre surface régulière f. Désignons ses 
courbes logarithmiques (qui peuvent être aussi en même temps des 
lignes d’infini non logarithmiques) par D,, D,, ..., D,. On peut former 
avec C,, Cy, ..., C et D; une intégrale de la forme 


(9) ; AilogT.(z, I> 5) 


la période logarithmique de (9) pour D; étant égale à celle de linté- 
grale Sa sil’ on fait la différence 


ee ieee je Re AD 


on aura une intégrale de différentielle totale qui ne pourra avoir 
d'autres courbes logarithmiques que les courbes C,, C,, ..-5 C,, ce qui 
est impossible. L La différence (10) sera donc une intégrale de seconde 
espèce, c’est-à-dire, puisque la surface est régulière, une fonction. 
rationnelle H(z, y, 3). On a donc 


I=H (a, y, 2) + ZAslogT,(a, y, 5). 
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Par suite, pour une surface algébrique RÉGULIÈRE, toute intégrale de 
différentielle totale est une expression algébrico-logarithmique. 

Nous retrouvons donc le théorème énoncé par M. Severi ('), et que 
l’éminent géomètre italien a établi par des considérations géomé- 
triques assez délicates. Il m’a paru intéressant de le déduire de l’ana- 
lyse mème qui m'avait conduit à la notion du nombre p, fondamental 
dans la théorie des courbes algébriques tracées sur une surface algé- 
brique. 


(1) F. Severt, Sulla totalita delle curve algebriche tracciate sopra una superficie alge- 
brica (Mathematische Annalen, t. LXII, 1906). 


Es D 
BURA RES EE 


ZEROS DES FONCTIONS. P(2) ET QG) 


A LA FONCTION GAMMA, © 


Pan M, F.-H. GRONWALL. 


1. Soit 3 = x + ty une variable complexe, et écrivons : 


Rene 
où 


(x) P(s = See ihe ion AC ania 


~ 


possède les mêmes pôles et les mêmes résidus pour ceux-ci que T'(s), 
tandis que Q(z) est une fonction entière. 

Au regard des zéros réels de P (z), Bourguet Un ) a MELUN qu ss se 
trouvent tous dans les intervalles * Mere 


—am—2<s<-am—1 , DÉS 
| (me = 2, 3,4, ...); 
SPOTS Oe ES et 


chacun de ces intervalles contenant un nombre impair de zéros. Que 
chacun des intervalles en question contient exactement un zéro de P(z), 


ze ) L. Bouncuer, Sur la fonction eulérienne (Comptes ir rs XGVI, ‘30 ay il 1883, 
p. 1307-1310, réimprimé dans ga math, st. 1 1883, p.. 296- 298 ).. pce Fa 
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c'est ce qu'a fait voir tout récemment M. Haskins (‘) par une appli: 
cation ingénieuse du théorème de Budan-Fourier. Je me propose de 
retrouver Je résultat de M. Haskins par une méthode plus simple et 
possédant en outre deux avantages sur la sienne : d’abord elle donne, 
pour les zéros réels, des bornes beaucoup plus resserrées, et, d'autre 
part, elle permet de démontrer que P(z) possède exactement quatre 
zéros complexes, proposition déjà énoncée par Bourguet (?), mais avec 
une démonstration insuffisante. 

Tout ce qu’on sait jusqu'ici sur les zéros de Q(z), c’est que, s'il en 
existe, leur partie réelle est supérieure à un (*). Dans un trayail qui 
paraîtra sous peu dans les Annals of Mathematics, M. Jensen a établi 
l'existence d’une infinité de zéros et déterminé leur expression 
asymptotique. En attendant la publication de ces résultats, je don- 
nerai aux n° 7 et 8, pour l'existence d’une infinité de zéros de Q(z), 
deux démonstrations très courtes, fondées l’une sur la notion de genre 
d'une fonction entière et l’autre sur un théorème aujourd’hui classique 
de M. Picard. 


2. Dans la recherche des zéros, nous substituerons d’abord à la 
fonction P(z:) la fonction rationnelle 


2n+1 
@) Pals) = SS A (n>), 


laquelle converge vers P(z) lorsque n croit indéfiniment, la conver- 
gence étant uniforme dans tout domaine fini auquel sont extérieurs 
tous les points o, — 1, — 2, —3,.... 


Supposons d’abord que 3 = x + yi soit un zéro complexe de P(s); 


en séparant les parties réelle et imaginaire nous aurons 


2n+1 2n+1 
Sd ety _, Gy iy 
awd ov! (a+vPtyt ’ v! (2 Ve pa 


(1) C.-N. Haskins, On the zeros of the function P (x), complementary to the incomplete 
gamma function (Trans. Am. math, Soc., t. XVI, 1915, p. 405-412). Ne 
(?) L. BouRGUET, Sur la théorie des intégrales eulériennes ( Comptes rendus, t. XCVI, 
21 mai 1883, p. 1487-1490). | Are MERDE ia 
(3) A. LINDHAGEN, Thèse pour le Doctorat. Upsal, 1887. ‘+ ‘: 
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ou bien, comme y #0, 


2n+1 2n+1 


CSL (MARGES (1) y Fes 
> y! (@+v}+p 7 > " + 
0 


0 


La dernière de ces équations s'écrit aussi 


T I I I I ae 
(3) 


(@+ip+y? Grey ele +4 +p 
I 


(22)! (@pan+ipry © 


Les termes du membre de gauche sont de signes alternés et pour 
x > — 2, ils décroissent en valeur absolue à partir du troisième, en 
sorte que l'équation (3) donne lieu à l’inégalité 

I ne I ih 
(2-1) y* (æ+2)+ y? ? 
Frs 5 
c'est-à-dire x aa | 

Supposons en second lieu que 3 soit réel. Pour s > 0, les termes 
dans (2) sont de signes alternés et décroissent en valeur absolue à 
partir de v=o, et, par conséquent, P,(3) > 0. Lorsque —1<s<o, 
la même remarque s’applique à partir de vy = 1, d’où 


P,(z)< = < 0. 


Pour — 2<z<—1, la condition indiquée a lieu à partir de v = 2, 
et 


. Nous trouvons de-la même manière pour — 3 <3< —2 


x I Grom sive gy ne eS 
Er —— = DS Maal 1 PART 5 a so a 208 
tr 2! 3+2 22(5+1)(3 +2) 


pipe De 


le numérateur étant toujours positif et le dénominateur contenant 


CS ae 
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trois facteurs négatifs. De même, pour — 4< 3 <— “ip 


21Lmz i 
I Bes, ; ghar el [ (s+ 4) (22 +73 +9) > 0, 


Hi alepa. 3!s+3 6c(:+1)(2+3)(5+3) 


Pals) See 


et pur —i<s<—4, 


3 py asa ss 3i2-+3 


= (s#4)(2##75 +9) Fe I 
| Gals +1) (3 +2) (2 -+3) 0° Aha 


0; 
Ne 


chacune des deux ra expressions étant négative. 

Toutes les inégalités précédentes s'appliquent aussi bien à P(s), 
nous pouvons donc énoncer ce résultat préliminaire : 

Tout zéro réel de P,(z) où de P(z) est nécessairement inférieur 


à — 5, et tout zéro complexe a une partie réelle inférieure à — —- 


/ 3. Afin de démontrer l’existence de 27 — 3 zéros réels de P,(s), 
faisons dans (2)3 = — 2m—1— §, oùm—2,3,...,neto<Ë<i1; 
ibvient — | | 


(4) P,(—am—i—E) 
ee I ig aloe tae. 1 1 I 
~ 2m+i+Ë oo ee 
< J Lh r | 7 1 I 
(2m+i)lé (2m-+2)! re Sas EEA pan jez 
| Seine (oe tt oe + à RS 
(2n)! 2n—2m—1i—éE (2n+1)! 2n—2m—EË 


Les termes dans chacune des deux parenthéses sont de signes 

alternés et décroissent en valeur absolue (pour m=n, la deuxième 

_ parenthèse manque). La décroissance est évidente pour les termes de 

la deuxième parenthèse, et pour ceux de la première, il suffit d’ob- 
server que l'inégalité — 


I I . ME LT 
DE PA DT moe Ends vp Meher 
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est équivalente a la suivante : 
VlCam—y Er (ys 183, 52m —F), 
laquelle est évidente. Il suit maintenant de (4) que 


I T I 


Le ee ye en Nes eu mem pus 1 
d he am-—+I+E  (om+nle 


y 


pour o <Ë<1, d’où 
(5) P, | —am—1- | So Oy ea pa aoe 130) 


D'autre part, (4) donne, pour m= 2,3,...,n — 1, 


P,(— 2m —1—&) 


I : I I I I I I 


— ——— + = + ——— à 
= 2m+i+E  (2m+i)l é x fam—ejlr—— (omk3)la Te 


Le 


et en y faisant Ë + — Prema 


F I : 
P,| — ha Sona at | 


i I i i I I J 
Im +2. : I Gms! é 1 (2m +3)! ee I 
rt (2m+1)! (2m Ha), : 7 2 (2m-+1)! 
T 42 be | Le De I ; 
"(am +2)[(2m+2)!—1]  (om+i)l—1 (2m+2)(2m-+3)[(2m+1)! +1] 


I I 
a (2m +)! —1 | 2m + 2 Es sc | 
ou enfin 
: OS | ‘ s 
(6) b|—am—2+ moi] 20 CR 2) Sea tt = Deven te 


En assignant des valeurs à £ pour lesquelles P, sera négatif, il con- 


2 


vient de traiter à part le cas de m— 2. Soit d'abord m = 2 et § = 


El = 


/ 
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nous obtenons de (3) 
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pe RDS Le ! jee Se ee 
4 oid at ied 23,1 ER 
ain thee 4 4 
I ! (anal 1 I ae 
D DE EL DEC 
Er: 4 Er: 


I x 
Pour m— 2etE— 1 — 55? Hous obtenons de méme 


As I fe I I I 4 I I 
ae I + I 2! I 31 I 
Gye ee Gy Se 4-—— 3 — 
20 20 20 20 
I I à: I I ny at 
— — — — — —— 0,0209) 
4 LCA rfi iets 
oye eS i == 
20 20 20 


a 


SVN] 1 


Se SE —— à ——— 
2Mm—2+E (2m-+1)! (2m+2)! 1—E 


. . I I t a 
Il est facile de voir que — Te in CE décroit et que 


— = ————————————— — 


I F : 
a1 am— Te ate 31 am—a+e croit pour E croissant de o à I, et 
par conséquent 


é : ioe 
P,(— a Rd — — RE ee 
(—ami—1— EË) < sts ace 

+ + — : I 1e 

| Si am—1 "Gamay EY (am ray! we 

ou bien 

FRET 2 
(9) Pi(—2m—i—é)<— Sm?— 14m + 3 


6(2m -+1)2m(2m—1) . 
Ee 1 ae I I 
(am+i)PE (am+ 43)? FE 
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: 6 7 | OPA TRS : 
En faisant £ = nr d’où £ < ? il s'ensuit que 


6 
P,|—am—1- S| 


=, 8m2—14m + 3 { I I 
6(2m+1)2m(2m—1) 6(am-—+1) (am+2)! a. 
Sed es CLR 2e Re CO M 1 à 
~ G(2m+i)am(2m—i) EC De 3 (2m —2)!(2m =; | 7 
(m > 2). 


En rapprochant ceci du premier résultat numérique relatif à m = 2, 
nous voyons que 


_6 an 

(8) ; P.|—am—1— | AD inm=3 32m), 

D'autre part, en faisant dans (7) §=1 = eB. align gs. 8, 

: part, PSE (2m + 1)! 4 
nous aurons 

6 
p,|—am—2+ — S| 
8m? —14m +3 4 I T 


<~ G(am +1) 2m(am—1) 3 (am+1)! | 6(am—+1) | 


” 
~~ G6(2m+i)am(am —1) 


| 4mm —~3) +3 — ie. < 0 


3 (2m—2)! 


(m>2), 


et en rapprochant cette inégalité du deuxième résultat numérique 
relatif 4m = 2, il vient 


| ; 6 
à (9) P,|—2m—a-+ | <o CES ee cheat je 


J] suit maintenant des inégalités (5) et (8), ainsi que de (6) 
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et (9), que chacun des 27 — 3 intervalles 


6 Ce 1 ere 
a ee OMS Te ——— Rn=2,0 0011 
2m—1 TEs Gees 2M—I (aml ( 99, +0022), 
10 —— 
Re rt da SE Ce EE (m= 2,3,....2—1) 
DR ETES (2m +1)! 


contient un nombre impair de zéros de P,(z). Si l’un de ces inter- 
valles contient plusieurs zéros, choisissons l’un quelconque de ceux-ci; 
nous aurons ainsi 27 — 3 zéros réels que nous désignerons par ;;, 


BG» vs Santis 


_4. Que P,(s) possède exactement 27 + 1 zéros, c’est ce que nous 
voyons immédiatement en écrivant 


2n+1 
( ) P ) (— 1)" I ap" + A2" +... Gens 
11 he © —————————————— ———— —— —. 
n vl s+v (2nr+i)l2(3+1)...(3+2n+1) 
v=0 


. Il reste donc à étudier les quatre zéros 3,, 32, 5, et 3,3 je dis qu'ils 
sont tous complexes. 


En développant (11) suivant les puissances de =, nous obtenons 
3 


facilement 


2n-+1 = 
+ (—:1) 
a—=(2n+1)! 2 ee 


a, = (n+1)( ani) a+(an +1)! NS cies (= ue 


| “es 0 
et en multipliant (11) par 3, puis faisant s = 0, 


Ain = (an +1)! (an+1)! 
Par conséquent, 


2n+1 e 


De Ping sal) ARTE) TE 


ER M 


y! 
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À LA? È : > 3 | 
‘as 1 I an ie 

et puisque re Fs ey ie 7 il vient 


2n+1 


Nine nn | a 
= peas cay AOI Vine’ ool aes 


D’autre part, les inégalités (10) font voir que 


2n+1 n—1 


See) Sen 


A1 
et puisque — 
di ie I I 6 6 6 
grep Gaal (2)! [a+ TT +) 
1 6 I I 3 
ai laeeiiee cantik 29 (arr 1)! 
nous aurons 
2n+1 
DH > (n= 1) (n+ 8) + (m4) (n $38) 2 + Ae Coe ate 
À=5 


et la comparaison avec l'inégalité précédente donne 
(12) 17 ep Pi A ue 


Les coefficients de P,(z) étant réels, les zéros complexes sont en 
nombre pair et. conjugués deux à deux. Supposons d’abord que.z,,2;, 
z, et = soient tous réels; en vertu du n° 2, chacun d’eux serait infé- 
rieur à — 5, et le membre gauche de (12) plus grand que 20. Suppo- 
sons ensuite que z, et z, soient réels, z, et 3, complexes; alors 
— 3, 3, >10, et — 3, — 3,, ou le double de la partie réelle de — z,, 

serait, d’après le n° 2, D grand que 3, ce qui contredit encore 
l'égalité (12). : | 

Il s'ensuit donc que =,, 3,, =, et z, sont tous PHASE et avec les 
ZÉTOS 35, 35) cs Zane, Obtenus au n°3, ils constituent la totalité des 
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zéros de P,(z). Par conséquent, chacun des 2” — 3 intervalles (10) 
contient exactement un zéro, et il n’y a pas d’autres zéros réels. 


5. Avant de passer aux zéros de P(z), il faut démontrer que, pour? - 
croissant indéfiniment, les zéros complexes de P,(s) ne tendent ni 
vers l'infini, ni vers un pôle de P(z). Pour cela, nous écrivons 


= Li+ yt, Ba Li — fil, 53 Let Val, 5 Li — ol, 


3 ae set 6 23 
où nous supposeronsæ, >a, ; l’inégalité(12) devient — 24”, —2æ,< me 


3 I : 
et comme — 2, >=, nous aurons — æ, < oe Si l’un des %,, Ss, % 


et s, tend vers un pôle de P(s), ce pole sera done — 2, — 3 ou — 4. 
Considérons par exemple le pôle —2; lorsque x est compris entre —1 
et — 3, Péquation (3) donne | 


(ar 54 8 y (@+o)+y? al (a+3)?+ y? 


En posant dans cette inégalité æ = — 2, nous aurons 


1 I 1 


I 
we ity? 3 ity y 


AY 2 2 ’ . , 
d'où y* > 3 et, par conséquent, nous pouvons fixer un e indépendant 


de n tel que l’équation (3) donne y? > ‘ pour |[æ— 2|<e. Done un 
zéro complexe de P, ne peut pas tendre vers — 2 pour 7 infini, et une 
démonstration analogue s’applique aux pôles — 3 et — 4. 
Pour voir qu'un zéro complexe de P,(z) ne tendra non plus vers 
l'infini, nous observons que 


2n+1 


CT on +1)! 
[Tela = <sçon + 
À=1 
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D'autre part, les inégalités (10) donnent 


2n +1 n n—1 


IL = [I Jom ous su | I |am+a— amar | 


A= m=2 


nr a—l 


_ (an+1)! rs, I 6 
2 4! Hl-+-- Let 


m= 24 ities 


et puisque 


Cal eee IS <A Ah RE 
_ (a2m+1)!],  (2m+2)! (2m-+1)! 2m+2 (2m+2)! : 


pour m > 2, nous aurons 


3an+1 


[]=!> or = ara): 


A=5 


La comparaison à l’inégalité précédente donne 


9 9» Sales 9 
(eis ya? yt) = 98, 


d’où, pour y = y, OU Yo, 


ou enfin 
| | < IT 
Aa Te 


6. Pour passer aux zéros de P(z), considérons un domaine fini 
quelconque dans le plan des 5, auquel sont extérieurs tous les 
points o,— 1, — 2,.... Dans ce domaine, les P,(s) convergent uni-. 
formément vers P(z), et, d’après un théorème connu de Rouché ('), 
les points limites des zéros de P;(=), P,(s), ... seront tous des zéros 


(1) E. Roucut, Mémoires sur la série de Lagrange (Journal de l'École Polytechnique, 
cahier XXXIX, 1862, p. 193-224). Voir le théorème III, p. 217. Ce théorème fut redé- 
couvert, par M. A. Hurwitz, Ueber die Nullstellen der Bessel'schen Function (Math, 
Ann, t. XXXIH, 1889, p. 246-266). Voir le § 1 de ce travail. 
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de P(z) et inversement, un voisinage arbitrairement petit d’un zéro 
d'ordre # de P(s) contiendra # zéros de P,(z) pour sun 


grand. | 


Les zéros complexes de P3(3), P,(s), .… n'auront pas de point 


a 
limite réel, car, d’après le numéro précédent, son affixe serait = — —- 


mais distinct de — 2, — 3 et — 4, et par le théorème de Rouché, le 
point limite en question serait donc un zéro de P(z). Cela amène une 
contradiction, car nous avons vu au n° 2 que tous les zéros réels 
de P(s) sont inférieurs à — 5. 

Le théorème de Rouché donne maintenant le Re RSR 


voici : 


Chacun des intervalles 


6 2. 1 
—2m—I $sS—2m —1——| 
(2m)! oti rs (2m)! 
el £ 
I ee 6 
—2m—2 imal = ees ee 
(2m +-1)! (2m +1)! 


contient, pour m = 2, 3, 4,..., un seul sero simple de P(z), et cette 
fonction wa pas d'autre zéro réel. Les séros complexes sont au nombre 


: à : 1 3 
de quatre ; leurs parties réelles sont comprises entre — #2 mer’. leurs 
4 | 4 


. . . 5 it LR 
parties imaginaires entre — — el + —: 
2 2 


7. On sait que la fonction entière Q(s ) peut être représentée pi 
l intégrale, resene pour toute valeur complexe de s, 


Q@= f etude. yard 
F : 1 ; 
Il s’ensuit que, pour n entier etrn<|s|Sn +1, 


‘ a ” ." ie 
lQ(s) fs [ eturdu< | etutdu= n!<nt<elslostsl & els|+,.:. 
1 0 L : 


lorsque ¢ > o et || est suffisamment grand. Par conséquent, le genre. 
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de la fonction entière Q(z) ne dépasse pas l’unité. Or supposons 
que Q(z) n’ait qu'un nombre fini de zéros; cette fonction sera alors 


de la forme 
Q(s) =e R(z), 


où a est une constante (qui peut s’annuler) et R(z) un polynome. 

, ree , e Q t 
D'autre part, nous savons que Q(z) vérifie l'équation aux différences 
finies 


(13) Q(s+1)=2Q(z) +2) 


et en y substituant l’expression précédente, nous aurons 


Z R(zs +1) à e=(as+1) 
zR(:) sK(s) 


En faisant tendre z vers l'infini de manière que la partie réelle 
de as soit positive ou nulle, le membre droit tend vers zéro, d’où 
contradiction. La fonction Q(z) a donc bien une infinité de zéros. 


8. Ce résultat peut être démontré d’une facon encore plus simple. 
Supposons que l'équation Q(s)=o n'ait qu'un nombre fini de 
racines 3,, Z2, -., Z, (OU aucune); il s'ensuit immédiatement de (13) 


z , : I 
que les seules racines de l’équation Q(s) = = SONTI,5,H 1,221, 


3, +1. Or, d’après un théorème bien connu de M. Picard, toute fonc- 
tion entière qui ne prend qu’un nombre fini de fois chacune de deux 


mp tn I à : 5 
valeurs différentes (ici o et :) est nécessairement un polynome, et si 


nous substituons pour Q(z) un polynome de degré m dans (13), le 
degré du membre gauche sera m et celui du membre droit m + 1, d’où 
contradiction. | 
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